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การสอน “พืน้ฐานพลศาสตร์ยานยนต์” 1
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Content of Slot 1 + 2

• เราจะสอนไดนามิกยานยนต์ในหลักสูตรปริญญาตรีและปริญญาโทของ 
UAS Graz ได้อย่างไร

• การน าเสนอ
• จดุมุง่หมาย, คณุสมบตัิหลกัสตูร, สถานท่ีในหลกัสตูร
• เนือ้หา – ภาพรวมพร้อมตวัอยา่ง

• พฤติกรรมของยาง, ไดนามิกตามยาว, พลวตัด้านข้าง, ไดนามิกแนวตัง้

• การประชุม สนทนาในกลุ่ม
• การน าเสนอและการอภิปราย

ยนิดีรับฟังค าถาม,
ในขณะที่ก าลังน าเสนอ

Dr. Karl Reisinger



จุดมุ่งหมายของหลกัสูตรพลศาสตร์ยานยนต์

นักศึกษาระดับปริญญาตรีต้องรู้...
• รถเคล่ือนที่ได้อย่างไร?

ความรู้พืน้ฐาน, เงื่อนไข, วธีิการ

• ยางเท่านัน้ที่สัมผัสกับถนน!
• Primary spring
• No Force w/o Slip
• พฤตกิรรมไม่เชงิเส้น
• รวมยาว. และแรงข้างเคียง

• Longitudinally
• แรงต้าน, การสร้างแบบจ าลอง
• การถ่ายโอนโหลดตามยาว
• ก าลังเคร่ืองยนต์, ความเร็ว, ส าหรับการเคล่ือนที่แบบเร่ง,

การใช้พลังงาน
• โมเดลจ าลองไปข้างหน้าและข้างหลัง

นักศกึษาระดับปริญญาโทต้องรู้...

• จะท าให้รถเร็วขึน้และประหยัดได้อย่างไร?
ความรู้ปริญญาตรีแต่ลึกซึง้

• พฤตกิรรมของยางภายใต้น า้หนักบรรทุกรวม
และรุ่นต่างๆ

• TM-Easy by Hirschberg-Rill
• แนวทางของ Pacejka’s ในหลักการ



จุดมุ่งหมายของหลกัสูตรพลศาสตร์ยานยนต์ 2

นักศกึษาระดบัปริญญาตรีต้องรู้...

• รถเคลื่อนที่ได้อย่างไร?
ความรู้พืน้ฐาน, เงื่อนไข, วธีิการ

• Laterally
• สมการเพื่อรับ ODE รุ่น Single Track ที่มี

ค่าคงที่, ความเร็ว.
• การทดสอบที่จะได้รับช่ัวคราว และพฤตกิรรมของ

สภาวะคงตัว.
• Under-/Oversteering

• Vertically
• Parameters for Comfort
• อธิบายความขรุขระของถนน

นักศกึษาระดบัปริญญาโทต้องรู้...

• จะท าให้รถเร็วขึน้และประหยัดได้อย่างไร?
ความรู้ปริญญาตรีแต่ลกึซึง้

• Laterally
• การถ่ายโอนโหลดด้านข้าง
• ขับรอบที่เร็วที่สุด
• G-g-diagram and Milliken-Moments-

Diagram

• Ride – Vertical Dynamics
• ค้นหาสปริงช่วงล่างและแดมเปอร์ที่เหมาะสมที่สุดใน

แง่ของความสบาย, ความปลอดภยัในการขับข่ีและ
อากาศพลศาสตร์

Dr. Karl Reisinger



จุดมุ่งหมายของหลกัสูตรพลศาสตร์ยานยนต์ 3

นักศกึษาระดับปริญญาตรีต้องรู้...

• รถเคล่ือนที่ได้อย่างไร?
ความรู้พืน้ฐาน, เงื่อนไข, วิธีการ

• วธีิการจ าลองสถานการณ์
• การจ าลองย้อนหลัง (Matlab)

• การจ าลองไปข้างหน้า (Simulink)
• โปรแกรมเชิงพาณิชย์ส่งอะไร จ านวน
พารามิเตอร์ (veDYNA/TESIS)

นักศกึษาระดับปริญญาโทต้องรู้...

• จะท าให้รถเร็วขึน้และประหยัดได้อย่างไร?
ความรู้ปริญญาตรีแต่ลกึซึง้

• วธีิการจ าลองสถานการณ์
• เวลารอบโดยใช้แบบจ าลอง 1 DOF และ g-g-

diagram (Matlab)
• Using AVL/VSM: การระบุพารามเิตอร์โดย
ใช้ข้อมูลที่วัดได้, การจ าลองเวลารอบ, การ
วิเคราะห์ความไว, การเพิ่มประสิทธิภาพ
พลังงาน

Dr. Karl Reisinger



คุณสมบัตสิ าหรับหลกัสูตร

หลักสูตรปริญญาตรี
• 5th semester, 2 ECTS

• บรรยาย 20 ชม. 4 แนวทางปฏบิัติ

• หลักสูตรก่อนหน้าที่จ าเป็น
• คณิตศาสตร์วศิวกรรม
• พืน้ฐานในกลศาสตร์/ไดนามิก
• ลักษณะของไดรฟ์ไฟฟ้า
• Matlab/Simulink
• เคร่ืองยนต์สันดาปภายใน

• ควบคู่ไปกับหลักสูตรนี ้
• วศิวกรรมแชสซี
• เทคโนโลยีขับเคล่ือนและขับเคล่ือน
• ในการทดสอบรถยนต์

หลักสูตรปริญญาโท

• 3rd semester, 2 ECTS
• บรรยาย 20 ชม. 4 แนวทางปฏบิัติ

• หลักสูตรก่อนหน้าที่จ าเป็น
• หลักสูตรปริญญาตรีของเรา หรือ

• ปริญญาตรี วิศวกรรมเคร่ืองกล, วิศวกรรมเมค
คาทรอนิกส์
+ Supplementary Exams in 

• Matlab, Simulink, 

• Vehicle Dynamics & Chassis Eng.

Dr. Karl Reisinger
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ภาพรวมพฤตกิรรมของยาง

วธีิท าความเข้าใจสลิป, ความไม่เชิงเส้นของยาง และผลกระทบ



What drives the car?

• ยางเป็นเพียงสว่นหนึง่ในการถ่ายเท
แรงไปยงั

• accelerate/brake

• drive a turn

Picture: K. Reisinger 9

Tyre Production:
http://www.youtube.com/watch?v=Li-
MKobBg5w

Bias-Ply Tyre vs. Radial Tyre
http://www.youtube.com/watch?v=I
i0n8SK9V2s

Dr. Karl Reisinger

http://www.youtube.com/watch?v=Li-MKobBg5w
http://www.youtube.com/watch?v=Li-MKobBg5w
http://www.youtube.com/watch?v=Ii0n8SK9V2s


Tire = Primary Spring

• ... in 3 directions (3 DOF)

• comfort
• กรองแรงส่ันสะเทือนจากท้องถนน

• แรงฉุด
• ช่วงล่างเคล่ือนไหวน้อยลง
• ความแปรปรวนของน า้หนักบรรทุกล้อน้อยกว่า

• ประสิทธิภาพการหมุน
• ปรับสมดุลความไม่สม ่าเสมอเลก็ๆ

13/09/2022

Wheel with pressure distribution in 
contact area [Bosch02]

Air-filled tires n vs. pure rubber tires
http://www.youtube.com/watch?v=jsxP7SYRF60&feature=related Dr. Karl Reisinger

http://www.youtube.com/watch?v=jsxP7SYRF60&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=jsxP7SYRF60&feature=related


Tire Radii

• Outer Radius 𝑟0
• Static  Loaded Radius 𝑟𝑠
• 𝑟𝑠 = 𝑓 𝐹𝑧 , 𝑝

• Effective Radius 𝑟𝑒 =
𝑈𝑒𝑓𝑓

2𝜋

• 𝑟𝑒 = 𝑓(𝑝, 𝑣)

• Estimations1) re ≈
2 𝑟0+𝑟𝑠

3

11

Driving Direction

 

vertical tire stiffness

ቤ𝑐𝑧 =
𝑑 𝐹𝑧
𝑑𝑧

𝐹𝑧,𝑛𝑜𝑚

lifting area

𝑟0

𝑟𝑠

1) 
• Reimpel, Grundlagen der Fahrwerktechnik, Vogel 2000
• Rill G.: Road Vehicle Dynamics, CRC Press, 2011

Dr. Karl Reisinger



Rolling Resistance Coefficient fR
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𝐹𝑥 ⋅ 𝑟𝑒 = 𝐹𝑧 ⋅ 𝑒
𝐹𝑥 = 𝑓𝑅 ⋅ 𝐹𝑧

• 𝑓𝑅 depends on
• tire radius

• toe in, camber

• pressure

• road
asphalt, roughness, earth, sand, …

• speed

• (Hub & brake friction)

12

p

e

Fz

[Bosch95]Distribution of
vertical load if

rolling to left side

𝐹𝑥

Dr. Karl Reisinger



ระดับประสิทธิภาพของยาง

13

https://ec.europa.eu/transparency/regdoc/rep/1/2
009/DE/1-2009-348-DE-F2-1.Pdf

Test procedure
https://eur-lex.europa.eu/legal-
content/EN/TXT/?qid=1570609195857&uri=CELEX:42
011X1123(03)
plain steel drum, 𝑑𝐷𝑟𝑢𝑚 = 2𝑚, 25 °C, for C1 : 
speed=80 km/h, Fz=80% of max. tire load

C1 .. Passenger Car, C2 .. Light Trucks, C3 .. Trucks 

Dr. Karl Reisinger

https://ec.europa.eu/transparency/regdoc/rep/1/2009/DE/1-2009-348-DE-F2-1.Pdf
https://eur-lex.europa.eu/legal-content/EN/TXT/?qid=1570609195857&uri=CELEX:42011X1123(03)


ระดับประสิทธิภาพของยางในอนาคต

14

https://ec.europa.eu/transparency/regdoc/rep
/1/2018/EN/COM-2018-296-F1-EN-ANNEX-1-
PART-1.PDF (2018)

C1 .. Passenger Car, C2 .. Light Trucks, C3 .. Trucks 

Dr. Karl Reisinger

https://ec.europa.eu/transparency/regdoc/rep/1/2018/EN/COM-2018-296-F1-EN-ANNEX-1-PART-1.PDF


Comparison Sports to ECO-Tires, 
an estimation

• Vehicle Mass mveh = 1600 kg
• neglect lift force
• Lifetime L=44 000 km1)

• 1 Litre petrol costs 1.20 €, fuel value 𝐻𝑢 = 11.5
kWh

kg
⋅ 0.75

kg

l
, gives 2.32 kg CO2

• Mean efficiency of Spark Ignited Engine : approx. 25% in cycle

• Energy saves in kWh if you use Class B or Class E per 100 km
• How does consumption sink, l/100km?
• CO2 saves in g/km?
• Safed money while lifetime?

1) 
https://www.reifendirekt.at/FAQs/Fragen_rund_um_die_Produkte_Fragen_zu_Reifen_Fragen_zum
_Reifenalter.html#Fragen_rund_um_die_Produkte_Fragen_zu_Reifen_Fragen_zum_Reifenalter-246

Dr. Karl Reisinger



เคร่ืองทดสอบยางแท่นเคร่ือง

16
https://www.youtube.com/watch?v=dZhTdljr2Zc&feature=related

Tire in Testing Machine
http://www.youtube.com/watch?v=W8UiE7
yvO_M&feature=related

Dr. Karl Reisinger

https://www.youtube.com/watch?v=dZhTdljr2Zc&feature=related
http://www.youtube.com/watch?v=W8UiE7yvO_M&feature=related


การทดสอบยางในสภาพถนนจริง

• สภาพถนนจริง

• ผลลัพธ์เปล่ียนไปตามสภาพอากาศ

• ในการวัดตัวรถ
• มุมเอียงไม่ได้ก าหนดไว้อย่างดี

• เคร่ืองวัด-รถพ่วง, 

• เคร่ืองวัด-รถบรรทุก

17

Tire Measurement Trailer

Measurement Truck: http://www.fkfs.de

Dr. Karl Reisinger



Brush Model

• ไม่มีความเครียดโดยไม่ต้องเครียด→ ไม่มีแรงลมยางไม่ล่ืน!

• ล้อท่ีขบัเคลื่อนด้วยจะหมนุเร็วกวา่ท่ีไม่ขบัเคลื่อน

• ล้อเบรกหมนุช้าลง

• Brush model
• treat element front position: unloaded and undeformed

• rubber deforms due to load within the print front to rear

• circumference speed 𝑣𝑢 = 𝑟𝑒 ⋅ 𝜔

• Different to the speed of the wheel centre.

• While wheel centre moves print length L, the tire has to 
move by Δ𝑠 more to „load“ the rubber.

• NO SLIP – NO GRIP

18

Driving Direction

𝑣𝑢

Example: Wheel with drive torque, not braking

𝑣𝑥

Rel. velocities seen from wheel centre

Dr. Karl Reisinger



Tire Slip

𝑟𝑒 ⋅ 𝜔 = 𝑣𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 + 𝑣𝑠𝑥
• 𝑣𝑥… rim centre velocity over ground

• 𝑣𝑥 = 𝑣𝑣𝑒ℎ without steering, driving straight forward

• 𝑣𝑆𝑥… Slip velocity

−1 ≤ 𝑆𝑥≤ 1, 𝑆𝑥 =

𝑟𝑒 ⋅ 𝜔 − 𝑣𝑥
𝑟𝑒 ⋅ 𝜔

…𝑑𝑟𝑖𝑣𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑒

0 …𝑟𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑟𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑟𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒
𝑟𝑒 ⋅ 𝜔 − 𝑣𝑥

𝑣𝑥
…𝑡ℎ𝑟𝑢𝑠𝑡 𝑚𝑜𝑑𝑒 𝑜𝑟 𝑏𝑟𝑎𝑘𝑖𝑛𝑔

=
𝑟𝑒 ⋅ 𝜔 − 𝑣𝑥

max 𝑟𝑒 ⋅ 𝜔, 𝑣𝑥, 𝑒𝑝𝑠

• Sx… Slip according Mitschke/Wallentowitz

• 𝑒𝑝𝑠… small number to avoid div. by zero at stillstand.

19Dr. Karl Reisinger



ลกัษณะของแรงล่ืนของยาง

• 𝐹𝑥 … longitudinal force transferred in print

• 𝑠𝑥 … longitudinal slip

• Rolling: 𝑠𝑥 = 0 by definition of 𝑟𝑒

• 𝑐𝑥 =
𝑑𝐹𝑥

𝑑𝑠
… Long. Tire slip stiffness for lin. models

• 𝜇𝑥(𝑠𝑥) =
𝐹𝑥

𝐹𝑧
… tire force coefficient

• Mitschke/Wallentowitz:

20

-100%

𝐹𝑥

𝑠𝑥

„Grip“
=Tire Force Potential

5-10% 100%

Brake

a

b

𝑐𝑥

c

−1 ≤ 𝑆𝑥≤ 1, 𝑆𝑥 =

𝑟𝑒 ⋅ 𝜔 − 𝑣𝑥
𝑟𝑒 ⋅ 𝜔

… 𝑡ℎ𝑟𝑢𝑠𝑡 𝑚𝑜𝑑𝑒

0 …𝑟𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑟𝑜𝑙𝑙𝑖𝑛𝑔 𝑟𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑒
𝑟𝑒 ⋅ 𝜔 − 𝑣𝑥

𝑣𝑥
…𝑐𝑜𝑎𝑠𝑡 𝑑𝑜𝑤𝑛 𝑜𝑟 𝑏𝑟𝑎𝑘𝑖𝑛𝑔

Dr. Karl Reisinger



Lateral Slip =Side Slip

• Side Slip

𝑠𝑦 =
𝑣𝑦

𝑣𝑥
• Side Slip Angle 𝛼

tan 𝛼 = 𝑠𝑦

• Self alignment torque
->the lateral force distribution

GM Wheel [Milliken95]

Ԧ𝑣 𝑣𝑥

𝑣𝑦



Tyre Slip in 𝒙 and 𝒚

• no stress without strain

• no force transfer 
without deformation

• deformation of a rolling 
wheel makes

wheel slip

• regular slip is not 
skidding of rubber on 

road surface!

22

[Milliken W., Milliken D.: Race Car Vehicle Dynamics, SAE 1995]

Dr. Karl Reisinger



Self Aligning Torque 𝑴𝒛 due to Lat. Force

• 𝑀𝑧 = 𝐹𝑦 ⋅ 𝑛p + 𝑛𝐾𝑖𝑛
• 𝐹𝑦 = 𝑥=0

𝐿 𝑑𝐹𝑦

𝑑𝑥
𝑑𝑥

is not symmetrically distributed!

• tire trail, (pneumatic) trail 𝑛p
• 𝑛𝑅 ≅

1

6
⋅ 𝐿, L … print length al t low 𝐹𝑦

• 𝑛p decreases if the max. friction 
potential was reached in areas of the 
print

• 𝑀𝑧 is a good feedback to the driver 
for road friction (less if slippery)

• kinematic trail 𝑛𝐾𝑖𝑛
• due to steering geometry
• given by the engineer

Fy

np

Fy

nR

Fy

nR

Steering 
Axis

Mz

Fy

nR

nkin

Rim plane small side force
• Print sticks totally 

on road
• Linear distribution

• 𝑛𝑝 ≅
𝐿

6

high side force
• Tire sticks within the front area, slides 

after reaching a maximum
• Squeezing
• Resultant side force moves forward

Dr. Karl Reisinger



ทางเรขาคณิต

• = kinematic trail, mechanical
trail,
Caster(Am.),Castor(Brit.)

• ระยะห่างระหว่างศนูย์กลางล้อท่ีฉายไปยงัถนน
ถึงทางแยกของแกนบงัคบัเลีย้วและถนน

• Given by
• Caster offset

• Caster angle

𝑛 = 𝑛𝑅 + 𝑛𝐺

[www.erba.at] 

Castor 
offset

Castor 
angle

Kin. trail

https://de.wikipedia.org/wiki/Nachlauf_%28Lenkung%29#/media/Datei:Lenkgeometrie_Zweirad.png
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การพึง่พาโหลดล้อ

• ไม่เชงิเส้น!
• หากคุณเพิ่มโหลดเป็นสองเท่า คุณจะ
ได้รับแรงน้อยกว่าสองเท่า

𝑭𝒙 𝟐 ⋅ 𝑭𝒛 < 𝟐 ⋅ 𝑭𝒙 𝑭𝒛
𝝁𝒙 𝟐 ⋅ 𝑭𝒛 < 𝝁_𝒙 𝑭𝒛

ทศิทางด้านข้างเหมือนกัน!

25Source: Conti Formula S racing tire Dr. Karl Reisinger



แรงบิดในการจัดต าแหน่งตัวเองและแรงด้านข้าง

26

Source: Continental
C15, C16 2 types of Formula S Racing tires

Good to drive: no clear peak
Self Alignment Torque = Feedback to driver about grip 𝜇𝑚𝑎𝑥 !
Nonlinearity about Fz:
„You loose more at inner side, than you gain in outer side“

Dr. Karl Reisinger



อทิธิพลของการกระจายน า้หนักล้อซ้ายขวา

• ตัวอย่าง
• 1st axle: โหลดเท่ากันซ้ายและขวา

• Roll torque is transferred by 2nd axle 
Fz1=Fz2=3600N, 
Fy1=Fy2=1800N, 
µy=Fy/Fz=0.5
→=2°

• 2nd axle: ล้อด้านในแทบจะยกขึน้
• Fz1=7200N, Fz2=0 N

Fy1=3600N, Fy2=0
µy1=Fy1/Fz1=0.5
→=4°

• เพลาที่มีน า้หนักบรรทุกต่างกันมากจะมีสลิปด้านข้าง
มากกว่า

• Influenced by Anti Roll Bar.
27

Seitenkraftkennfeld 
[Mitschke04]

Dr. Karl Reisinger



อทิธิพลของการกระจายน า้หนักล้อ
ซ้ายขวา
Other Suspension:

Roll moment is transferred 50% / 50% front and rear axle

• Front and rear axle are loaded equally.

• 𝐹𝑧,𝑖 = 𝐹𝑧,𝑠𝑡𝑎𝑡 ± Δ𝐹𝑧
• VA und HA:Fz1=5400 N, Fz2=1800 N

• Sum of lat. tire forces at one axle is given
𝑚𝐴𝑥𝑙𝑒 ⋅ 𝑎𝑦 = 𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 = 3600 N

• Same tire slip angle left and right, because the
wheels are connected by the car
( exact at wide curves)

• We search the slip, where 𝐹𝑦1 + 𝐹𝑦2 = 3600 N

• Fy1=0.42*5400, Fy2=0.73*1800
→=2.5°

28Seitenkraftkennfeld
[Mitschke04]
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Cause of Wheel Steering Moment 𝑴𝒛

จากแรงข้างยาง

• castor angle

• castor offset

→ Kinematic Trail

• pneumatic trail

จากแรงตามยาวของยาง

• king pin inclination angle

• king pin offset

→Scrub Radius

• tire deformation

30

[Reimpel00]
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โมเมนต์บังคบัพวงมาลยัเน่ืองจากแรงรวม

31

Fy,T

Fx,T

• Intersection steering
axis to road

• Point where the
resultant force is
applied in the patch

𝑛𝑝𝑛𝑔

𝜌

𝑑𝑒𝑓𝑙𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

Dr. Karl Reisinger



“วงกลมแรงเสียดทานของ Kamm‘s”

• Wunibald Kamm, 1893 - 1966
• ผลรวมเรขาคณิตของแรงตามยาวและแรงด้านข้างต้องอยู่ภายใน

วงกลม

• (Krempel‘s improvement)
• 𝑭𝒚,𝒎𝒂𝒙 < 𝑭𝒙,𝒎𝒂𝒙

• โดยปกตสิิ่งนีเ้รียกว่าวงกลมแรงเสียดทานของ Kamm‘s 

•
𝝁𝒙

𝝁𝒙,𝒎𝒂𝒙

𝟐

+
𝝁𝒚

𝝁𝒚,𝒎𝒂𝒙

𝟐

≤ 𝟏, 𝝁𝒊 =
𝑭𝒊

𝑭𝒛

32Dr. Karl Reisinger



สลปิล้อ – ค าจ ากดัความที่แตกต่างกนัเลก็น้อย

• Mitschke-Wallentowitz (2003)
relative speed over impressed speed

• 𝑠𝑥 =
𝑟𝑒𝑓𝑓∙𝜔−𝑣𝑥

max(𝑟𝑒𝑓𝑓∙𝜔,𝑣𝑥)
=

𝑣𝑆𝑥

max(𝑟𝑒𝑓𝑓∙𝜔,𝑣𝑥)
,

• −1 ≤ 𝑠𝑥 ≤ 1

• Mitschke, Pacejka 𝑠𝑦 =
𝑣𝑦

𝑣𝑥
= tan 𝛼

• 3 important angles
• Tire slip angle 𝛼

• Force angle 𝜑

• angle of relative velocity print to road 𝜑𝑠
• Due to anisotropic tire: 𝜑𝑠 > 𝜑

33

Velocities at the wheel [Hirschberg06]

Ԧ𝐹
𝜑

𝛼

𝜑𝑠
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สลปิและแรงรวม

34

NN

𝑠𝑥,𝑦
𝑁 …𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒𝑑 𝑆𝑙𝑖𝑝

[Rill G.]
Dr. Karl Reisinger



ทิศทางต่าง ๆ ของการล่ืนและแรงที่ 10% slip

35

𝐹𝑥

𝐹𝑦
ระนาบกลางของยาง
ทิศทางไปข้างหน้า 𝜑

𝜑𝑠

𝜑 ≠ 𝛼,𝜑 ≠ 𝜑𝑠

𝛼… มมุระหว่างความเร็วของศนูย์ล้อและระนาบกลางล้อ
𝜑𝑠…มมุระหว่างความเร็วของรอยเท้าและระนาบกลางล้อ
𝜑… มมุระหว่างแรงสมัผสัและระนาบกลางล้อ

Dr. Karl Reisinger



Semi-Empirical Tire model
Hirschberg-Rill  TM-Easy: F(s)

• Parameters

• 𝑑𝐹0 = ቚ
𝑑𝐹

𝑑𝑠 𝑠=0
.. Stiffness

• 𝑠𝑀, 𝐹𝑀 .. Maximum

• 𝑠𝑆, 𝐹𝑆 .. Begin of Slide

• Equation

• 𝐹 𝑠 =

𝑠

1+
𝑠

𝑠𝑀
(
𝑠

𝑠𝑀
+
𝑑𝐹0𝑠𝑀

𝐹𝑀
−2)

𝑑𝐹0

𝐹𝑀 − 𝑎 𝑠 − 𝑠𝑀 2

𝐹𝑆 + 𝑏 𝑠𝑆 − 𝑠 2

𝐹𝑆

36[Rill G.] Dr. Karl Reisinger



สลปิและแรงรวม

37

NN

𝑠𝑥
𝑁 =

𝑠𝑥
ෝ𝑠𝑥
, 𝑠𝑦

𝑁 =
𝑠𝑦

ෞ𝑠𝑦
…𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑒𝑑 𝑠𝑙𝑖𝑝

ෝ𝑠𝑥, ෝ𝑠𝑥 … normalizing factors
𝜑… force angle

𝑠𝑥
𝑀

ෝ𝑠𝑥
Scaling with ෝ𝑠𝑥

𝑠𝑦
𝑀

ෝ𝑠𝑦
Scaling with ෞ𝑠𝑦

[Rill G.]
Dr. Karl Reisinger



Hirschberg-Rill TM-Easy: 
Combined Forces 1

• Normalized Slip

• 𝑠𝑥
𝑁 =

𝑠𝑥

ෞ𝑠𝑥
, 𝑠𝑦

𝑁 =
𝑠𝑦

ෞ𝑠𝑦

• Slip Normalizing Factors ෞ𝑠𝑥,𝑦 = 𝑓(𝑠𝑥
𝑀 , 𝑠𝑦

𝑀, 𝐹𝑥
𝑀, 𝐹𝑦

𝑀 , 𝑑𝐹𝑥
0, 𝑑𝐹𝑦

0)

• considers, that the tyre is weaker in 𝑦 than in 𝑥

• Resultant Slip

• 𝑠 = 𝑠𝑥
𝑁 2 + 𝑠𝑦

𝑁 2

• But: Normalization is not necessary, if 𝐹𝑥 = 𝑠𝑥 = 0 or 𝐹𝑦 = 𝑠𝑦 = 0

38

[Rill G.]

Dr. Karl Reisinger



Normalized Slip is watched in 𝝋− 𝑷𝒍𝒂𝒏𝒆

39

= Force Plane

d

[Rill G.]

Dr. Karl Reisinger



Hirschberg-Rill TM-Easy: 
Load Dependence

• Force parameters 𝑑𝐹0, 𝐹𝑀 , 𝐹𝑆: quadratic rule

• 𝑌 𝐹𝑧 =
𝐹𝑧

𝐹𝑧
𝑁 2 𝑌 𝐹𝑧

𝑁 −
1

2
𝑌 2𝐹𝑧

𝑁 − 𝑌 𝐹𝑧
𝑁 −

1

2
𝑌 2𝐹𝑧

𝑁 𝐹𝑧

𝐹𝑧
𝑁

• → 𝜇 𝐹𝑧 =
𝑌 𝐹𝑧

𝐹𝑧
... linear interpolation

• Slip parameters 𝑠𝑀 , 𝑠𝑆: linear rule

• 𝑋 𝐹𝑧 = 𝑋 𝐹𝑧
𝑁 + 𝑋 2𝐹𝑧

𝑁 − 𝑋 𝐹𝑧
𝑁 𝐹𝑧

𝐹𝑧
𝑁 − 1

40

[Rill G.]

Dr. Karl Reisinger



การบ้านนักเรียน

• โปรดอา่นบทความที่ให้ไว้ใน Moodle:

• Hirschberg_Rill_Weinfurter_Tire model TM-Simple_User-Apporpriate
Tyre-Modelling for Vehicle Dynamics in Standard and Limit Situ.pdf

Hirschberg W., Rill G.: User-Appropriate Tyre-Modelling for Vehicle Dynamics in Standard and Limit Situations, Vehicle System Dynamics, Vol. 
38, 2002, Issue 2, Pages 103-125 | Published online: 09 Aug 2010

41Dr. Karl Reisinger



แรงเสียดทานขึน้อยู่กบั 𝝁𝒎,𝒔(𝑭𝒛)

• 𝝁𝑴 =
𝑭𝑴

𝑭𝒛
.. สงูสดุ. แรงเสียดทาน, 𝝁𝑺.. 

คา่สมัประสทิธ์ิความฝืดเล่ือนของยางรถยนต์
โดยสาร, ผลลพัธ์ของ TM-Easy

42
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Semi-Empirical Tyre model
Pacejka’s famous Magic Formula 1)

• “ a distorted” Sine function

• 𝑌 𝑥 = 𝐷𝑠𝑖𝑛 arctan BΦ + Sv

• Φ = 1 − 𝐸 𝑥 +
𝐸

𝐵
arctan 𝐵 𝑥

• 𝑥 = 𝜅 + 𝑆ℎ , 𝑥 = 𝛼 + 𝑆ℎ

• 𝜅𝑥 =
𝑟𝑒𝜔−𝑣𝑥

𝑣𝑥
… slip ratio, 𝛼… มมุสลปิข้าง

• 𝑣𝑥… ความเร็วของศนูย์กลางล้อในทิศทางของระนาบศนูย์กลาง =x-ทิศทาง
• 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝑆ℎ, 𝑆𝑣… พารามเิตอร์ให้เหมาะสมกบัพฤติกรรม, 

นัน่คือฟังก์ชนัพหนุามท่ีแตกต่างกนัของ 𝐹𝑧, มมุเอียง (“camber”) 
และความกดอากาศ.

• The Magic Formula can describe 𝜇𝑥 𝜅 , 𝜇𝑦 𝛼 ,𝑀𝑧(𝛼).
• 1) introduction: Bakker E.,Pacejka H.,Lindner L.: A New Tire Model with an Application in Vehicle Dynamics, SAE April 1989

44

also  for large road 
wave-lengths only!

Dr. Karl Reisinger



Pacejka Magic Formula: ความหมายของ
พารามเิตอร์

• D … จดุสงูสดุ

• BCD … ความฝืด

• Sv, Sh … ไมส่มมาตร
• eg: Sv due to camber
• Sh เน่ืองจากโปรไฟล์ไม่สมมาตร

45Dr. Karl Reisinger



การพึง่พาโหลดของ Pacejka’s

• Fit-function ท่ีแตกตา่งกนัส าหรับแตล่ะพารามิเตอร์, e.g.
• 𝐷 = 𝑎1𝐹𝑧

2 + 𝑎2𝐹𝑧

• 𝐵𝐶𝐷 =
𝑎3𝐹𝑧

2+𝑎4𝐹𝑧

𝑒𝑎5𝐹𝑧

• Process to get Tyre Model
• Fit 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝑆ℎ, 𝑆𝑣 using Magic Formula for each 𝐹𝑧
• Fit parameters 𝑎1, 𝑎2, … using special load functions.

• Different Fit-Functions depending on version of Pacejka Model

46Dr. Karl Reisinger



รุ่นยาง: ละเอยีดตามต้องการ…

• โมเดลลกัษณะเฉพาะ, 
(real time capable)

• “Magic Formula” (Hans 
Pacejka), 

• TM-Simple, TM-Easy  
(Hirschberg-Rill)

• ความไมส่ม ่าเสมอกบัความยาวคลื่น
กว้าง

• 1/ความโค้งของถนน> 𝑟𝑒

47

• โมเดลมวลรวม, การจ าลอง MKS
• รุ่น MKS มีชิน้สว่นที่แข็งแรงซึง่เช่ือมต่อ

กบัสปริงและแดมเปอร์
• e.g. RMOD-K, F-Tyre, …

• Offroad, curb stone edge

MKS tyre model [Mitschke04]

https://www.tuhh.de/forschung/fobe
/2005/a1998.5-03/w.67.1129626881235.html

• Continua, 
FEM Models

• NVH การจ าลอง
• Tyre การพฒันา

Dr. Karl Reisinger
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F-Tire ที่ขอบหินขอบถนน

48

[Gipser: Reifenmodelle i.d. Fahrdynamik, wikipedia]

Dr. Karl Reisinger
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Duties of long. Dynamics

• แรงลาก (aerodynamic, rolling)

• รถเร่งความเร็วได้เร็วแค่ไหนเน่ืองจากแรงบดิของเคร่ืองยนต์?

• รถยนต์สามารถเร่งความเร็วได้เร็วแค่ไหนเน่ืองจากยาง?

• การใช้พลังงานเพื่อขับเคล่ือนวงจรบางอย่าง?

• Traction-Force Effort Diagram เพื่อแสดงความสามารถของรถ

Dr. Karl Reisinger



แรงลาก (Fahrwiderstand)
Static drag forces at horizontal road Our assumption Comment

Climbing resistance 𝐹𝐶 ≅ 𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑔 ⋅ sin(𝛼) very high

Aerodynamic Drag 𝐹𝐴𝐷 = 𝑐𝑤𝑥 ⋅ 𝐴𝑥 ⋅
𝜌

2
𝑣2 Largest in horizontal road above 40-70 kph

Rolling Force, Rolling Drag 𝐹𝑅
≅ 𝑓𝑅 ⋅ 𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑔 ⋅ cos(𝛼)

Largest at low speed, very high in mud & sand; In 
racing, aerodyn. downforce must be considered.

Mechanical drag losses due to brakes 
and wheel bearings

≈ 0 Neglectable with proper working brakes and low 
preload at bearings.

Losses in drivetrain due to bearings, … ≈ 0 e.g. a preloaded taper roller bearing of input shaft of 
read axle differential costs 0.9% of traction energy.

Damper induced drag ≈ 0 Very low at regular roads, plays a rule Offroad;
Compare Putzik 2008

toe induced resistance ≈ 0 must be adjusted within some angle minutes

Curve induced resistance
(lateral velocity at tire times side force 
consumes power)

≈ 0 Low with low lateral accelerations. Usually not 
considered in consumption models. 

Dr. Karl Reisinger 51
𝛼 … Road inclination angle



Aerodynamic  Drag

• แรง = ความดันความเร็ว x ค่าสัมประสิทธ์ิการลากของอากาศ x พืน้ที่ที่คาดการณ์

• 𝑭𝒘𝒙 =
𝝆𝑨𝒊𝒓

𝟐
𝒗𝒗𝒆𝒉,𝒙 + 𝒗𝒂𝒎𝒃,𝒙

𝟐
𝐜𝐰𝐱 𝐀𝐱

• รถยนต์น่ังสมัยใหม่
• Ax~2 m2, cwx ~ 0.3-0.4,

• รถเพื่อการพาณิชย์
• Ax~8 m2 , cwx ~ (0.45)- 0.85 

• มอไซค์, คนขับน่ังตัวตรง
• Ax~1.0 m2

• Ax cwx ~ 0.5 - 0.6 m2

• Loremo (Study): cwx =0.2
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Loremo [http://www.hybridantrieb.org]

Dr. Karl Reisinger

http://www.hybrid-autos.info/LOREMO-EV-2008.html


การวดัการลาก

• การทดสอบโคสต์ดาวน์ที่ถนนแนวนอนในมาตรการ
เกียร์ว่าง
• ความต้านทานการหมนุ
• + Aerodynamic Drag

• + การสญูเสียในไดรฟ์รถไฟ

• วดัความเร็วเม่ือเวลาผ่านไป

• แตกต่างไปตามกาลเวลา,
calc. ลาก

𝑚𝑣𝑒ℎ +𝑚𝑟𝑜𝑡
′ ⋅

𝑑 𝑣

𝑑𝑡
= 𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔 ≅ 𝐹𝑅 + 𝐹𝐴𝐷

• พอดีสมการพาราโบลาก าลงัสอง
𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔 = 𝐴 + 𝐵 ⋅ 𝑣 + 𝐶 ⋅ 𝑣2

𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔

𝑣

Dr. Karl Reisinger



Aerodynamic Lift

• เก่ียวข้องกบัรถแข่ง
• อโุมงค์ลมหรือการจ าลอง

• วดัแรงท่ีรอยยาง
• 𝐹AD𝑥 , 𝐹AD𝑧,𝐹 , 𝐹AD𝑧,𝑅
• Divide by 𝐴𝑥 oder 𝐴𝑧 → 𝑐𝑤𝑥 , 𝑐AD𝑧𝐹 , 𝑐AD𝑧𝑅

• 𝐹AD𝐹/𝑅 =
𝜌𝐴𝑖𝑟

2
𝑣𝑣𝑒ℎ,𝑥 + 𝑣𝑎𝑚𝑏,𝑥

2
cAD𝐹/𝑅 Ax

or

• 𝐹AD𝑧𝐹/𝑅 =
𝜌𝐴𝑖𝑟

2
𝑣𝑣𝑒ℎ,𝑥 + 𝑣𝑎𝑚𝑏,𝑥

2
cAD𝐹/𝑅 Az

• ข้อควรสนใจ: วรรณกรรมท่ีแตกตา่งกนัใช้พืน้ท่ีท่ีระบตุ่างกนั 𝐴𝑥
หรือ 𝐴𝑧

• หากพิจารณายก ให้ลากท่ีระดบัถนน.

• No lift data?
• ประมาณการ 𝑐𝑤𝑥
• ศนูย์ประมาณการของแอพพลิเคชัน่แรงลากอากาศ 𝐹AD𝑥

ส าหรับ 𝑀AD𝑦 = 𝐹𝐴𝐷x ⋅ ℎ𝐴𝐷

X

lwb

F
wx

F
wz,F

F
wz,R

h
w

S

F
r

𝑭𝑳𝑭

𝑭𝑳𝑹𝑭𝑨𝑫,𝒙

𝑭𝑹
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มุมมองของ Allembert ให้สมการง่าย ๆ

1. ใช้ CS ในเคร่ืองบินบนถนน
2. โหลดที่ใช้

• ลากและยกก าลงั
• น า้หนกั 𝐺 = 𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑔

แบง่เป็นสว่นประกอบ
• แรงเฉ่ือย−𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑥

3. เราได้รับโหลดล้อแบบไดนามิก 𝐹𝑧𝐹,𝑅และแรงดงึ
𝐹𝑥 โดยสมการกึ่งสถิต
• ∑𝐹𝑋 = 0,∑𝐹𝑧 = 0,∑𝑀𝑌 = 0
• การใช้หน้าสมัผสัล้อส าหรับผลรวมของช่วงเวลาให้เง่ือนไข
จ านวนน้อย. 

• ใช้ 𝐹𝑅 = 𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑔 ⋅ cos 𝛼 + 𝐹𝐿𝐹 + 𝐹𝐿𝑅 ⋅ 𝑓𝑅

55

𝑭𝒛𝑭

𝑭𝒛𝑹
𝑭𝒙

−𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑥

𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑔

𝛼
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ตัวอย่าง
การกระจายโหลดล้อถนนเรียบ

• +𝑚 𝑔 𝑥𝐶𝐺 −𝑚 𝑎𝑥 𝑧𝐶𝐺 − 𝐹𝑧𝐹 𝑙𝑤𝑏 = 0 with 𝐹𝑤𝑧𝐹 = 0

• 𝐹𝑧𝐹 = 𝑚 𝑔
𝑥𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏
−𝑚 𝑎𝑥

𝑧𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏
… Lin. Equation

•
𝐹𝑧𝐹

𝑚𝑔
=

𝑥𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏
−

𝑎

𝑔

𝑧𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏

•
𝐹𝑧𝑅

𝑚𝑔
= 1 −

𝑥𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏
+

𝑎𝑥

𝑔

𝑧𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏
= 1 −

𝐹𝑧𝐹

𝑚𝑔

• หน้าการกระจายแบบคงท่ี : 
𝐹𝑧𝐹0

𝑚𝑔
=

𝑥𝐶𝐺

𝑙𝑤𝑏
= 0.56

• การกระจายแบบสถิต หน้า/หลงั : 56%/44%

• การกระจายแบบไดนามกิ หน้า/หลงั @−10
m

s2
:80.5%/19.5%

• การกระจายเบรกที่เหมาะสมท่ีสดุ: ในอตัราสว่นต่อน า้หนกับรรทกุของล้อ (ละเลยความไมเ่ป็น
เชิงเส้นของยาง)
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𝐹𝑅

𝐹𝑥𝐹 𝐹𝑥𝑅

𝐹𝐴𝐷𝑥

𝐹𝐴𝐷𝑧𝐹 𝐹𝐴𝐷𝑧𝑅

𝐹𝑧𝐹
𝐹𝑧𝑅

𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑔

ሷ𝑥

𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑥

Dr. Karl Reisinger



Influence of rot. Inertia

• เมื่อเร่งความเร็ว เราใสพ่ลงังานจลน์เข้าไปในสว่นที่หมนุได้.

• เราต้องใสม่วลเท่าไหร่ถึงจะมีลกัษณะการท าให้คณุภาพลดลง หรือ ความ
เฉ่ือย?

มวลท่ีหมนุจะต้องเร่งด้วยเคร่ืองยนต์ แต่อย่าเร่งด้วยยาง!
𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑥 = −𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔 − 𝐹𝑐𝑙𝑖𝑚𝑏 − 𝐹𝑥𝑇𝑖𝑟𝑒

(𝑚𝑣𝑒ℎ +𝑚𝑟𝑜𝑡) ⋅ 𝑎𝑥 = −𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔 − 𝐹𝑐𝑙𝑖𝑚𝑏 − 𝐹𝑥𝐷𝑟𝑖𝑣𝑒

• 𝐸𝑘𝑖𝑛,𝑟𝑜𝑡 = ∑
1

2
𝐽𝑖 𝜔𝑖

2 = Ekin,mrot

• J .. ความเฉ่ือยของมูเ่ล/่โรเตอร์, ล้อ

• 𝜔𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 ≅
𝑣𝑥

𝑟𝑒

• 𝜔𝑒𝑛𝑔 = 𝜔𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 ⋅ 𝑖𝑔𝑒𝑎𝑟

•
1

2
𝑚𝑟𝑜𝑡𝑣𝑥

2 =
1

2
⋅ [𝐽𝑒𝑛𝑔 ⋅ 𝜔𝑒𝑛𝑔

2 + 4 ⋅ 𝐽𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 ⋅ 𝜔𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙
2 ]

𝑚𝑟𝑜𝑡 = 𝐽𝑒𝑛𝑔 ⋅ 𝑖𝑔𝑒𝑎𝑟
2 + 4 ⋅ 𝐽𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 ⋅

1

𝑟𝑒
2

• ท่ีส าคญักวา่, ยิ่งวิ่งเร็ว
• ส าคญักวา่ในเกียร์ต ่า

• 𝑚𝑡𝑜𝑡 = 𝑚𝑣𝑒ℎ +𝑚𝑟𝑜𝑡 = 𝜆 ⋅ 𝑚𝑣𝑒ℎ,
1.0 < 𝜆 < (1.4)
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อทิธิพลของอตัราทดเกยีร์และประสิทธิภาพ

• กระปกุเกียร์ในอดุมคติคือทรานสดิวเซอร์ท่ีมีก าลงัอินพตุ
และเอาต์พตุเท่ากนั.

• 𝑃 = 𝑀 ⋅ 𝜔
• ความเร็วสงู แรงบดิต ่า
• ความเร็วต ่า แรงบดิสงู

• โดยปกติขนาดเคร่ืองยนต์จะถกูก าหนดโดยแรงบิด→
เคร่ืองยนต์เล็กเร็ว.

• 𝜔𝑒𝑛𝑔 > 𝜔𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙, 𝜔𝑒𝑛𝑔 = 𝑖𝑔𝑒𝑎𝑟 ⋅ 𝜔𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙

• 𝑖𝑔𝑒𝑎𝑟 > 1

• ประสิทธิภาพ 𝜂𝑔𝑒𝑎𝑟 =
𝑃𝑜𝑢𝑡

𝑃𝑖𝑛
• เอาต์พตุท่ีมีประโยชน์มากกวา่อินพตุท่ีจ าเป็น.
• การสญูเสียท่ีไม่ขึน้กบัภาระมกัถกูละเลย.

• เร่งความเร็ว, โหมดแรงขบั
• เคร่ืองยนต์สง่ก าลงัไปยงัล้อ; In: 𝑃𝑒𝑛𝑔 , Out: 𝑃𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙
• 𝑃𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 = 𝜂𝑔𝑒𝑎𝑟 ⋅ 𝑃𝑒𝑛𝑔

• เบรกด้วยเคร่ืองยนต์, coast mode
• ล้อสง่ก าลงัให้กบัเคร่ืองยนต์; Out: 𝑃𝑒𝑛𝑔, In: 𝑃𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙
• 𝑃𝑒𝑛𝑔 = 𝜂𝑔𝑒𝑎𝑟 ⋅ 𝑃𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙

• โดยทัว่ไป

• 𝑃𝑤ℎ𝑒𝑒𝑙 = 𝜂𝑔𝑒𝑎𝑟
𝑘 ⋅ 𝑃𝑒𝑛𝑔, 𝑘 = ቊ

1 . . 𝑃𝑒𝑛𝑔 ≥ 0

−1 . . < 0
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แผนภาพแรงฉุด

… ส าหรับการเคลื่อนท่ีแบบไมเ่ร่งความเร็ว.

59

ideal CVT (=Continous
Variable Transmission)

v in km/h

Fx in kN

i1

i2

i3

i4

Power hyperbola
FPmax = Pmax/v

Torque vs. speed of an engine, T … engine torque, 

n … engine speed [Wallentowitz06]
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แผนภาพความพยายามฉุดด้วยการลาก

• ไมมี่การเร่งความเร็ว

60

20%

40% Inclination

0%

vmax

i5 Overdrive

vmax,5.Gear v in km/h

Fx in kN

i1

i2

i3

i4

Needed effort

Traction 
offer

Acceleration 
reserve
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Tractive Effort Diagram, eDrive vs. ICE

• แรงบิดเร่ิมต้นสงู→ ไมมี่คลชั

• M(n) characteristic fits 
perfect for low to medium 
speeds

• 2 gears increase efficiency at 
highway speeds

• Drive can deliver braking 
torque for recuperation☺
→ avoid wheel lock up!
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20% inc

40% inc

0% inc

vmax v in km/h

Fx in kN

i1

i2

i3

i4

cyan: Moment of PMSM with same top speed in 4th gear
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Backward Simulation Model using 
Requested Trajectory v(t)

• Given
• ลักษณะความเร็วในการขับ v(t)
• ถนน: ความเอียง (s(t))

• Wanted
• แรงบิดของเคร่ืองยนต์, ความเร็ว
• consumption
• แรง, แรงบิดในระบบสง่ก าลงัส าหรับการทดสอบ
ความล้า

• Preliminaries
• ก าลงัเคร่ืองยนต์สงูพอที่จะท าตามความเร็วที่

ก าหนด
• ล้อไมล่ื่นไถล เราอยู่ในสาขาที่เพ่ิมขึน้ของ

Fx(sx)

• Solution
• รวมความเร็ว v(t) เป็นตวัเลข → ระยะทาง s(t) ใช้ส าหรับเอียง (s)

• ความแตกตา่งของความเร็ว v(t) เชิงตวัเลข → ความเร่ง a (t)

• หลกัการโมเมนตมัเชิงเส้น→ แรงฉดุยาง 𝐹𝑥,𝑇𝑦𝑟𝑒
• หลกัการโมเมนตมัเชิงมมุ→ ล้อ/โหลดเพลา𝐹𝑧
• คา่สมัประสิทธ์ิการฉดุลาก 𝜇𝑥 =

𝐹𝑥,𝑇𝑦𝑟𝑒

𝐹𝑧
• ลกัษณะยางกลบัหวั → 𝑠𝑥(𝜇𝑥)

• หลกัการโมเมนตมัเชิงเส้น →แรงฉดุลาก 𝐹𝑥,𝐷𝑟𝑖𝑣𝑒
• ก าลงัที่ล้อ, ก าลงัท่ีเคร่ืองยนต์
• แผนที่ประสิทธิภาพ/แผนท่ีการบริโภคน า้มนัเชือ้เพลิง
→ เชือ้เพลิง/การใช้พลงังาน

62

MATLAB (Octave)
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ส่งต่อแบบจ าลองจ าลองโดยใช้ไดรเวอร์

• Driver (PI-Controller) 
• In: 𝑣𝑅𝑒𝑞 𝑡 , 𝑣(𝑡), out: Accel. Ped. 𝐴𝑃

• Engine
• ลกัษณะคนัเร่ง𝑀𝑀𝑜𝑡0(𝑛𝑀𝑜𝑡, 𝐴𝑃)

• 1st order delay →𝑀𝑀𝑜𝑡

• แบบจ าลองหลายตวั
• Rigid bodies, 1 DOF each

• e.g.: รถไฟฟา้:  มอเตอร์, คลตัช์+เกียร์, ล้อ
• chassis: 1 DOF in x

• connected by massless force elements
• Clutch + torsional springs, side shaft , tire model

m1 m2

CCS ,CSS

iGear
MEng

MWheel

Fx

Point mass model

DOF=1

𝜔𝑚𝑜𝑡

𝜔𝑤

𝑣𝑥

𝜔𝑚𝑜𝑡, 𝜔𝐶𝑙𝑢𝑡𝑐ℎ, 𝜔𝑤, 𝑣𝑥
.. rot. only, 3 DOF

𝜔𝑐𝑙𝑢𝑡𝑐ℎ

iGear

𝜔𝐶𝑙𝑢𝑡𝑐ℎ

Simulink
Dr. Karl Reisinger



หลกัการแก้ปัญหา ODE's

• n DOF: n สมการเชิงอนพุนัธ์สามญัไมเ่ชิงเส้นของล าดบัท่ี 2
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...


=

t

t 0*


=

t

t 0*


=

t

t 0*


=

t

t 0*


=

t

t 0*


=

t

t 0*

nq

2q

1q

Start Simulation at
Initial Condition

1

𝑚𝑛
𝑓𝑛(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛, ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, ሶ𝑞3, t) 

1

𝑚2
𝑓2(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛, ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, ሶ𝑞3, t) 

1

𝑚1
𝑓1(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛, ሶ𝑞1, ሶ𝑞2, ሶ𝑞3, t) ሷ𝑞1

ሷ𝑞2

ሷ𝑞𝑛

ሶ𝑞1

ሶ𝑞2

ሶ𝑞𝑛
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Practice Backwards Sim. Model

• PracticeBackLong.m

use MATLAB or Octave to run. 

Dr. Karl Reisinger

PracticeBackLong.m


Discussion

• ได้โปรดตัง้กลุม่ 4-5 กลุม่ ผมเสนอให้ผสมปนเปกนัระหวา่งมหาวิทยาลยั.

• สนทนาค าถามตอ่ไปนี:้
• แนวทางการสอนอื่น ๆ ในหวัข้อท่ีแนะน า
• หวัข้อท่ีฉนัพลาดโดยทัว่ไป (เทียบกบัแผ่นงานภาพรวม)
• หวัข้อท่ียกเลิกเพราะไม่คิดว่าส าคญั.

• การน าเสนอและอภิปรายผลลพัธ์ของคณุ.

Dr. Karl Reisinger
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การสอน “พืน้ฐานพลศาสตร์ยานยนต์” 2
by Dr. Karl Reisinger

ไดนามิกด้านข้างแนวตัง้



พลวตัด้านข้าง/แนวตั้งในหลกัสูตรปริญญาตรี

• รถเคลื่อนที่อย่างไรเน่ืองจากมมุบงัคบัเลีย้ว? 
– ค าอธิบายโดยใช้ Single Track Model

• w/o มมุสลปิยาง→ Ackermann Kinematics
• สภาพรถพร้อมมมุสลปิยาง
• พืน้ฐานในการหาสมการการเคลื่อนที่ส าหรับโมเดลรางเด่ียวเชงิเส้น
• พฤติกรรมหลกัที่อ่านจาก ODE-System

• Understeer behaviour?
• การทดสอบ, เปา้หมาย, Understeer Gradient, อิทธิพลของพารามเิตอร์

• Two Track Model
• ความเร็วศนูย์ล้อในแต่ละมมุ อภิปรายรุ่นรางเด่ียวและรุ่นรางสองราง
• Ackermann Steering, บทบาทของความแตกต่าง

• Vertical dynamics
• Comfort, Quarter Vehicle Model, Road Description (Power density Spectrum)

• การจ าลอง: ไปข้างหน้า, ย้อนกลบั., มมุมองต่อ veDYNA (TESIS)

2
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ด้านข้าง/โปรแกรมไดนามกิแนวตั้งในโปรแกรมปริญญาโท

• การถ่ายโอนน า้หนกัล้อด้านข้าง
• มวลชนท่ีถกูระงบั, ไม่ถกูระงบั
• อิทธิพลของการปฏิบตัิตามข้อก าหนดและรูปทรงของช่วงลา่ง

• ศกัยภาพด้านข้างของยานพาหนะ
• G-G-Diagram
• Milliken Moments Diagram

• Ride – สปริงช่วงลา่งและ Damper
• ความสะดวกสบาย, ความปลอดภยัในการขบัข่ี

• การจ าลอง
• AVL/VSM แนวทางปฏิบตัิเพื่อให้ได้รับข้อมลูเชิงลกึ.

3
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จลนศาสตร์ในระนาบ x-y - Review

• สมมติ 2 จดุที่ร่างกาย 𝑃,𝑄
• ร่างกายมีความเร็ว 𝑣𝑃 และหมนุด้วย 𝜔 = 𝜔𝑧

• เราจะได้ความเร็วเป็น 𝑄𝑣𝑄 = 𝑣𝑃 + 𝜔 ×
𝑟𝑃𝑄 = 𝑣𝑃 + 𝜔𝑧 ⋅ 𝑃𝑄 ⋅ 𝑒𝑦

• ความเร็วในทิศทางของ 𝑃𝑄 ไม่เปลี่ยนแปลง, ถ้า
ร่างกายเเข็งเเรง

• มีจดุเสมือนอยู่ตรงกลางทนัท ีซึง่สามารถมองเหน็
เป็นบานพบัชัว่ขณะ ร่างกายจะหมนุไปรอบๆ.

• ความเร็วแต่ละเส้นตัง้ฉากกบัเส้นตรง Ω𝑃 และ
Ω𝑄

4

𝑚, 𝐼𝑧𝑧

Ω or IC 
Instantaneous
centre 

𝑃

𝑄

𝑣𝑃

𝑣𝑄

𝑟𝑃𝑄

𝑒𝑥
𝑒𝑦

𝜔𝑧
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Task: Velocities w/o and with tire slip angle

• ก าหนดเป็นรุ่น Single Track ให้เลีย้วซ้าย
• เป็นตัวแทนของศูนย์กลางของรถ. 
• ให้เป็นสภาวะเลีย้วคงตัวและ

• ความเร็วตามยาว 𝒗𝒙 = 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭, tire radius 𝒓𝒆

• ฐานล้อ 𝒍𝒘𝒃, ศูนย์กลางของแรงโน้มถ่วงคือ 𝒙𝑪𝑮 หน้าเพลาหลัง
• เราคัดท้ายล้อหน้าโดย 𝜹
• สมมติว่าเรารู้มุมสลิปยาง

Scene A: เน่ืองจากการเคล่ือนท่ีช้า เราจึงได้ lat ต ่า อัตราเร่งและมุมสลิ
ปยางที่มองข้ามไม่ได้. 
Scene B: เลีย้วซ้าย ความเร่งด้านข้างท าให้เกิดแรงเฉ่ือยซึ่งพยายาม
เคล่ือนรถไปทางด้านขวา. เราจะได้มุมสลิปยางท่ีชีไ้ปทางด้านขวา.

• Wanted: สมการส าหรับฉาก A และ B ส าหรับ
• รัศมี Ry ระยะทาง y ของ CG ถงึ IC
• รัศมี R ถงึ CG
• มุมสลิปของร่างกาย 𝜷, มุมระหว่าง 𝒗𝑪𝑮 และ x-Axis
• อัตราการหันเห ሶ𝚿
• ความเร็วใน CG
• ความเร็วล้อหน้า/rear neglecting long. slip.

5

x

y

𝑙𝑤𝑏

CG

𝛿

𝑥𝐶𝐺

ሶΨ

Ψ

𝑣𝑥

ค าแนะน า:
ร่างความเร็วในศูนย์ล้อและสร้าง IC. 
แล้วคุณจะพบสามเหล่ียมมุมฉาก.
ใช้พกิัดรถ.

𝑥0

𝑦0
0

𝑥0, 𝑦0 .. Inertial CS, x ,  y   .. Chassis CS
Ψ.. Heading Angle, Yaw Angle,
𝛽 + Ψ.. Course Angle
ሶΨ = 𝜔𝑧.. Yaw Rate = rot. about z-axis 

𝑣𝐶𝐺

𝛽
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Scene A), no tire slip angle

• 𝑹𝒚: Triangle CF-CR-𝛀𝑨

𝐭𝐚𝐧 𝜹 =
𝒍𝒘𝒃

𝑹𝒚

• 𝑹, 𝜷:Triangle CG-CR-𝜴𝑨

𝑹𝟐 = 𝑹𝒚
𝟐 + 𝒙𝑪𝑮

𝟐 , 𝒕𝒂𝒏 𝜷 =
𝒙𝑪𝑮

𝑹𝒚

• Or 𝒗𝒙,𝑪𝑮 = 𝒗𝒙, 𝒗𝒚,𝑪𝑮 = 𝒙𝑪𝑮 ⋅ 𝝎𝒛, 𝐭𝐚𝐧 𝜷 =
𝒗𝒚,𝑪𝑮

𝒗𝒙,𝑪𝑮

• ሶ𝚿, 𝑹: Kinematics with ሶ𝚿 = 𝝎𝒛

𝒗𝒙 = 𝑹𝒚 ⋅ ሶ𝚿, 𝒗𝑪𝑮 = 𝑹 ⋅ ሶ𝜳 =
𝒗𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝜷

• 𝝎𝒘:In tire coordinates, no long. slip 

𝒗𝑭𝒙
𝑻 =

𝒗𝒙

𝐜𝐨𝐬 𝜹
= 𝒓𝒆 ⋅ 𝝎𝒘𝑭, 𝒗𝑹𝒙

𝑻 = 𝒗𝑹 = 𝒗𝒙 = 𝒓𝒆 ⋅ 𝝎𝒘𝑹,

6

x

y

𝑙𝑤𝑏

CG

𝛿

ΩA

𝛽

𝑥𝐶𝐺

𝑅𝑦

𝑅

𝑣𝑅

𝛿

CF

CR

𝑣𝐹

𝑣𝐶𝐺

𝜔𝑧
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Scene B), with tire slip angle

• ยางเป็นไปตามแรงลมยาง→ 𝜶𝑭, 𝜶𝑹 ชีไ้ปทางขวาเลีย้วซ้าย

• 𝑹𝒚, 𝒙𝑰𝑪: Triangle X-CR-𝛀 + Triangle X-CF-𝛀

𝒕𝒂𝒏 𝜶𝑹 =
𝒙𝑰𝑪

𝑹𝒚
, 𝐭𝐚𝐧 𝜹 − 𝜶𝑭 =

𝒍𝒘𝒃 − 𝒙𝑰𝑪

𝑹𝒚

• 𝑹, 𝜷:Triangle CG-X-𝛀

𝑹𝟐 = 𝑹𝒚
𝟐 + 𝒙𝑪𝑮 − 𝒙𝑰𝑪

𝟐, 𝒕𝒂𝒏 𝜷 =
𝒙𝑪𝑮 − 𝒙𝑰𝑪

𝑹𝒚

• Or 𝒗𝒙,𝑪𝑮 = 𝒗𝒙 = 𝒗𝑹 ⋅ 𝐜𝐨𝐬 𝜶𝑹 , 𝒗𝒚,𝑪𝑮 = −𝒗𝑹 ⋅
𝒔𝒊𝒏 𝜶𝑹 − 𝒙𝑪𝑮 ⋅ ሶ𝜳,

𝒕𝒂𝒏 𝜷 =
𝒗𝒚,𝑪𝑮

𝒗𝒙,𝑪𝑮

• ሶ𝜳, 𝑹: Kinematics with ሶ𝜳 = 𝝎𝒛

𝒗𝒙 = 𝑹𝒚 ⋅ ሶ𝜳, 𝒗 = 𝑹 ⋅ ሶ𝜳 =
𝒗𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝜷

• 𝝎𝑾:In tire coordinates, no long. slip 

𝒗𝑭 =
𝒗𝒙

𝒄𝒐𝒔 𝜹
, 𝒗𝑭𝒙

𝑻 = 𝒗𝑭 ⋅ 𝐜𝐨𝐬 𝜶𝑭 = 𝒓𝒆 ⋅ 𝝎𝑾𝑭,

𝒗𝑹𝒙
𝑻 = 𝒗𝒙 = 𝒗𝑹 ⋅ 𝐜𝐨𝐬 𝜶𝑹 = 𝒓𝒆 ⋅ 𝝎𝑾𝑹
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x

y

CG

𝛿

ΩA

𝛽

𝑥𝐼𝐶

𝑅𝑦

𝛼𝐹

𝛼𝑅

Ω
𝛿 − 𝛼𝐹

𝛼𝑅

𝛽 𝑙𝑤𝑏

𝑥𝐶𝐺

CF

CR

𝐹𝑎𝑐𝑐

X

𝑣𝐹

𝑣𝑅

𝑣𝐶𝐺
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CG อตัราเร่ง
• P .. Origin of body fixed CS, this CS rotates with 𝜔 = ሶΨ

• CG .. center of Gravity of body, Velocity 𝑣𝐶𝐺 points in dir. Ψ + 𝛽 , rotates with ሶΨ + ሶ𝛽 in z-direction

• Position 𝑟𝐶𝐺 = 𝑟𝑃 + 𝑟𝑃𝐶𝐺

• Velocity 𝑣𝐶𝐺 = ሶ𝑟𝐶𝐺 = ሶ𝑟𝑃 + ሶ𝑟𝑃𝐶𝐺 + 𝜔 × 𝑟𝑃𝐶𝐺 ,

with 𝑣𝑃𝐶𝐺 = ሶ𝑟𝑃𝐶𝐺 ⋅ 𝑒𝑥 = 0: 𝑣𝐶𝐺 = 𝑣𝑃 + 𝜔 × 𝑟𝑃𝐶𝐺 ,

• Acceleration
𝑎𝐶𝐺 = 𝑎𝑃 + 𝑎𝑃𝐺𝐺 + ሶ𝜔 × 𝑟𝑃𝐶𝐺 + 2 𝜔 × 𝑣𝑃𝐶𝐺 + 𝜔 × 𝑣𝐶𝐺
𝑎𝐶𝐺 = 𝑎𝐶𝑆 + 𝑎𝑟𝑒𝑙 + 𝑎𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟 + 𝑎𝐶𝑜𝑟𝑖𝑜𝑙𝑖𝑠 + 𝑎𝑍𝑒𝑛𝑡𝑟𝑖𝑝𝑒𝑑𝑎𝑙

With 𝑎𝑃𝐺𝐺 = 𝑣𝑃𝐶𝐺 = 0, rigidly connected
𝑎𝐶𝐺 = 𝑎𝑃 + ሶ𝜔 × 𝑟𝑃𝐶𝐺 + 𝜔 × 𝑣𝐶𝐺 ,

Generally ሶ𝜔 = ሷΨ ≠ 0, 𝑎𝐶 points in x and y

• CG acceleration doesn’t point to IC

• Longitudinal acceleration: 𝒂𝑪𝑮𝒙 ≠ 𝒂𝑷𝒙

• Centripetal acceleration: 𝒂𝑪𝑮𝒚 =
𝐯𝐂𝐆

𝟐

𝝆
= 𝐯𝐂𝐆 ⋅ ( ሶ𝚿 + ሶ𝜷) … see also Mitschke Wallentowitz S. 552

• 𝝆 ≠ 𝑹 … 𝜌 curvature radius of CG path, R … distance CG to IC

Steady State ሶ𝜔 = ሷΨ = 0,𝑣𝑥 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ሶ𝛽 = 0, 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ... stabilized circular driving

• CG acceleration points to IC
• 𝝆 = 𝑹 … 𝜌 curvature radius of CG path, R … distance CG to IC

• Longitudinal acceleration: 𝑎𝐶𝐺𝑥 = 0

• Centripetal acceleration: 𝑎𝐶𝐺𝑦 =
vCG

2

𝑅
= vCG ⋅ ሶΨ =𝑅 ⋅ ሶΨ

8

𝑚, 𝐼𝑧𝑧

Ω or IC 
Instantaneous
center

𝑃

𝐶𝐺

𝑣𝑟𝑒𝑙

𝑣𝐺

𝑟𝑃𝐶𝐺

𝑟𝐶𝐺

𝑟𝑃

0 Origin

𝜔 = 𝜔𝑧

𝑥

𝑦

𝑋

𝑌

Ψ

Ψ + 𝛽

𝑅

Please differentiate! Turn of vehicle: 𝜔 = ሶΨ pointing in z

Turn of CG velocity: ሶΨ + ሶ𝛽 gives centripetal acc.
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อตัราเร่ง

9

𝜔

Ԧ𝑣(𝑡 + 𝑑𝑡)

𝜌
𝑚Ω or IC 

Instantaneous
centre 

𝑣(𝑡 + 𝑑𝑡)

Ԧ𝑟(𝑡)

0

ሶ𝑣 𝑒𝑥

𝑣 (𝑑Ψ + 𝑑𝛽) 𝑒𝑦Ԧ𝑟(𝑡 + 𝑑𝑡)

Ԧ𝑣(𝑡)

Ԧ𝑣(𝑡)

𝑑Ψ + d𝛽

𝑑Ψ + d𝛽

𝑥

𝑦

𝑃

𝑃`

Please differentiate! Turn of vehicle CS: ሶΨ

Turn of CG velocity: ሶΨ + ሶ𝛽
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Kinetics1: 
หลกัการโมเมนตัมเชิงเส้น

• Position  Ԧ𝑟 𝑡 =
𝑥
𝑦
0

• 𝑚 Ԧ𝑎 = Ԧ𝐹𝐹 + Ԧ𝐹𝑅

• 𝑚

𝑎𝑥

𝑎𝑦

𝑎𝑧

= 𝐴 ⋅

𝐹𝑥𝐹,𝑇

𝐹𝑦𝐹,𝑇

0

+ 
𝐹𝑥𝑅

𝐹𝑦𝑅

0

• 𝐴 =
cos 𝛿 sin 𝛿 0

− sin 𝛿 cos 𝛿 0
0 0 1

10

l

FyF

v

FxF

FxR

FyR

yVeh

xVeh

l R

d

aCP
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Kinetics 2:
หลกัการโมเมนตัมเชิงมุม

• 𝐼𝑧𝑧 ⋅
0
0
ሷΨ

=
𝑙𝑓
0
0

×
cos 𝛿 sin 𝛿 0

− sin 𝛿 cos 𝛿 0
0 0 1

⋅

𝐹𝑥𝐹,𝑇

𝐹𝑦𝐹,𝑇

0

+
−𝑙𝑅

0
0

×
𝐹𝑥𝑅

𝐹𝑦𝑅

0

• 𝐼𝑧𝑧
ሷΨ = (𝐹𝑥𝐹,𝑇 sin 𝛿 + 𝐹𝑦𝐹,𝑇 cos 𝛿) ⋅ 𝑙𝑓 − 𝐹𝑦𝑅 ⋅ 𝑙𝑅
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l

FyF

v

FxF

FxR

FyR

yVeh

xVeh

l R

d

aCP
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จลนพลศาสตร์ส าหรับมุมเลก็, 𝒂𝒙 = 𝟎

• 𝑚 ⋅ 𝑎𝑥 = 𝐹𝑥𝐹 + 𝐹𝑥𝑅

• 𝑚 ⋅ 𝑎𝑦 = 𝐹𝑦𝐹 + 𝐹𝑦𝑅

• 𝐼𝑧𝑧
ሷΨ = 𝐹𝑦𝐹,𝑇 ⋅ 𝑙𝑓 − 𝐹𝑦𝑅 ⋅ 𝑙𝑅
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Linearized tire Model

• 𝐹𝑦𝐹
𝑇 = 𝛼𝐹 ⋅ 𝑐𝛼𝐹

′

• 𝐹𝑦𝑅 = 𝛼𝑅 ⋅ 𝑐𝛼𝑅′

• 𝑐𝛼′ … ความฝืดเมื่อเข้าโค้งรวมถึงการปฏิบตัิ
ตามข้อก าหนด (=ความอ่อนแอของระบบกนั
สะเทือน)

• 𝑐𝛼 = 𝑓(𝐹𝑧), ใช้ถกูต้อง 𝐹𝑧

• ข้อควรจ า: เรามี 2 ล้อตอ่เพลาเพ่ือสง่น า้หนกัล้อและ
แรงด้านข้าง.

13

Source: Continental
C15, C16 2 types of Formula S racing tires

x

y

CG

𝐹𝑦𝐹

𝐹𝑦𝑅

𝑥𝑇

𝑦𝑇

𝛼𝐹

𝛼𝑅

𝑣𝑅

𝑣𝐹
𝑐𝛼1400𝐶16

Example: 𝑐𝛼1400𝐶16 lin. approach for tire C16, Fz=1400N
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สมการของการเคล่ือนไหว

• 2 ODE‘s of 1. Order in 𝛽 und ሶΨ

• ሶ𝛽 = −
𝑐𝛼𝐹+𝑐𝛼𝑅

m v
⋅ 𝛽 +

𝑐𝛼𝑅⋅𝑙𝑅−𝑐𝛼𝐹⋅𝑙𝐹

𝑚 𝑣2 − 1 ⋅ ሶΨ +
𝑐𝛼𝐹

𝑚 𝑣
⋅ 𝛿

• ሷΨ = −
𝑐𝛼𝐹⋅𝑙𝑅−𝑐𝛼𝑅⋅𝑙𝐹

IZZ
⋅ 𝛽 −

𝑐𝛼𝑅⋅𝑙𝑅
2 −𝑐𝛼𝐹⋅𝑙𝐹

2

𝐼𝑍𝑍 𝑣
⋅ ሶΨ +

𝑐𝛼𝐹

𝐼𝑍𝑍
⋅ 𝛿

• ሶ𝛽 = 𝑓1 ⋅ 𝛽 + 𝑓2 ⋅ ሶΨ + 𝑓3 ⋅ 𝛿

• ሷΨ = 𝑓4 ⋅ 𝛽 − 𝑓5 ⋅ ሶΨ + 𝑓6 ⋅ 𝛿

• 𝑓𝑖 = 𝑓 𝑐𝛼𝐹,𝑅 , 𝑙𝐹,𝑅 , 𝑚, 𝐼𝑍𝑍, 𝑣 ≠ 𝑓(𝑡)

14

อย่าจ าผลลพัธ์นี ้ดใูนหนงัสือ.
โปรดจ ารูปร่างและพารามิเตอร์ท่ีมีอิทธิพล

จ าไว้ว่าเราได้มนัมาอย่างไร! 
• ข้อจ ากดัทางจลนศาสตร์
• จลนศาสตร์
• ยาง

Dr. Karl Reisinger



เคร่ืองเขย่ามวลเดี่ยวแบบ Force Excited

• โมเมนตมัเชิงเส้น 𝑚 ሷ𝑥 = −𝐹𝑐𝑑 + 𝐹𝑒

• สมการลงิค์ 𝐹𝑐𝑑 = +𝑐 𝑥 + 𝑑 ሶ𝑥

• ODE ሷ𝑥 = −
𝑐

𝑚
𝑥 −

𝑑

𝑚
ሶ𝑥 +

𝐹𝑒

𝑚

• การทดแทน 𝑧1 = 𝑥, ሶ𝑧1 = ሶ𝑥

• 𝑧2 = ሶ𝑥, ሶ𝑧2 = ሷ𝑥

• ผลลพัธ์
ሶ𝑧1

ሶ𝑧2
=

0 1

−
𝑐

𝑚
−

𝑑

𝑚

𝑧1

𝑧2
+

0
1

𝑚

⋅ 𝐹𝑒
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พฤติกรรมของรถอธิบายโดย

• 2 ODE‘s of 1st order in 𝛽 and ሶΨ

• ሶ𝛽 = −
𝑐𝛼𝐹+𝑐𝛼𝑅

m v
⋅ 𝛽 +

𝑐𝛼𝑅⋅𝑙𝑅−𝑐𝛼𝐹⋅𝑙𝐹

𝑚 𝑣2 − 1 ⋅ ሶΨ +
𝑐𝛼𝐹

𝑚 𝑣
⋅ 𝛿

• ሷΨ = −
𝑐𝛼𝐹⋅𝑙𝑅−𝑐𝛼𝑅⋅𝑙𝐹

IZZ
⋅ 𝛽 −

𝑐𝛼𝑅⋅𝑙𝑅
2 −𝑐𝛼𝐹⋅𝑙𝐹

2

𝐼𝑍𝑍 𝑣
⋅ ሶΨ +

𝑐𝛼𝐹

𝐼𝑍𝑍
⋅ 𝛿

• State Space Representation

•
ሶ𝛽
ሶ𝜔

=
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝛽
𝜔

+
𝑏1

𝑏2
⋅ 𝛿

• Compare to single mass vibrator with force 
exciting

•
ሶ𝑧1

ሶ𝑧2
=

0 1

−
𝑐

𝑚
−

𝑑

𝑚

𝑧1

𝑧2
+

0
1

𝑚

⋅ 𝐹𝑒

• ระบบหน่วงแรงสัน่สะเทือนสงูหรือระบบไมเ่สถียร

• Parameters
• ความฝืดในการเข้าโค้ง
• ต าแหนง่ของ CG

• มวล, ความเฉ่ือย𝐼𝑧𝑧

• ความเร็ว

16
Dr. Karl Reisinger



การทดสอบช่ัวคราว

• ดดู้วยความเร็วคงที่ 𝒗𝒙 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕
• Body Slip Angle 𝜷(𝒕)
• อัตราการหันเห ሶ𝚿(𝒕)
• การเร่งความเร็วด้านข้าง 𝒂𝒚 𝒕

• การตอบสนองของสเตป็พวงมาลัย
• การควบคุมวงเปิด
• วัดเวลาในการเข้าถงึ 90% ของค่าสถานะคงตัว
• Overshoot U
• ค่าสถานะคงที่

• Sine Input
• เพิ่มความถี่อินพุตพวงมาลัยช้าๆ แต่ต่อเน่ือง
• วัดการตอบสนอง 𝜷(𝒕), ሶ𝜳(𝒕), 𝒂𝒚 𝒕
• ใช้ Fast Fourier Transformation เพื่อสร้าง Bode-

Diagram

• ผลลัพธ์: Yaw-Damping, Yaw-
Eigenfrequency

17
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Sine Steering

https://www.yout
ube.com/watch?v
=_RrhctXIJKU&t=
8s

Dr. Karl Reisinger

https://www.youtube.com/watch?v=_RrhctXIJKU&t=8s


Steady State Circular Driving

• จ าเป็นต้องใส่พวงมาลัยเพื่อให้ได้รัศมี R

𝜹 ≅
𝒍

𝑹
+ 𝜶𝑭 − 𝜶𝑹 = 𝜹𝑨 + 𝜶𝑭 − 𝜶𝑹

• 𝜹 ต้องเพิ่มขึน้เพ่ือชดเชยมมุสลิปยางหน้า, 

• 𝜹 ต้องลดมมุสลิปยางหลงั!

• Using single track model:

𝜹 ≅
𝒍

𝑹
+ 𝒎

𝒗𝒙
𝟐

𝑹𝒚

𝟏

𝒄𝜶𝑭
′ ⋅

𝒍𝑹

𝒍
−

𝟏

𝒄𝜶𝑹
′ ⋅

𝒍𝑭

𝒍

• การเร่งความเร็วด้านข้างเพิ่มขึน้ตามความเร็วหรือรัศมี : 𝒂𝒚 =
𝒗𝒙

𝟐

𝑹𝒚

• If we have to

• s𝐭𝐞𝐞𝐫 𝐦𝐨𝐫𝐞, (𝜶𝑭 > 𝜶𝑹)→ UNDERSTEERING

• s𝐭𝐞𝐞𝐫 𝐥𝐞𝐬𝐬, (𝜶𝑭 < 𝜶𝑹)→ OVERSTEERING

• Otherwise: NEUTRAL

• การเข้าโค้ง 𝒄𝜶𝑭/𝑹
′ รวมถึงการปฏิบัติตามข้อก าหนดของยางและช่วงล่าง

19
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Ackermann 𝐹𝑦 = 𝑚 ⋅ 𝑎𝑦 Correction
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Steady State Circular Driving Test
with constant Radius
• สถานะคงท่ี: การเร่งความเร็วช้าหรือทีละขัน้ตอนท่ีวงกลมทดสอบ.

• คดัท้ายให้อยู่ในวงกลมทดสอบ (R=40m, 100m)

• ไม่มีการเปลี่ยนแปลงการโหลด ไม่เร่งนาน.
• วดั 𝛿𝐻 𝑣𝑠. 𝑎𝑦

• 𝛿𝐻 =
𝛿

𝑖𝑆
, iS .. อตัราทดเกียร์

• 𝑈𝐺 =
𝑑 𝛼𝐹−𝛼𝑅

𝑑𝑎𝑦
=

1

𝑐𝛼𝐹
′ ⋅

𝑙𝑅

𝑙
−

1

𝑐𝛼𝑅
′ ⋅

𝑙𝐹

𝑙
.. Understeer Gradient

• Understeer
• นัน่คือสิ่งท่ีเราต้องการ, 

𝑑𝛿

𝑑𝑎𝑦
> 0

• Oversteer
• นัน่คือเราต้องหลีกเลีย่งในรถแขง่ด้วย!
• อย่าผสมกบัโอเวอร์สเตียร์แบบเหน่ียวน าด้วยก าลงั ระบบขบัเคลื่อนล้อหลงัในตวั

20

เราต้องเพิม่ขึน้ 𝛿 ด้วยเพิม่ขึน้ 𝑎𝑦 เพ่ือให้อยู่ในเส้นทาง. 
ถ้าเราไม่ท าอะไรเลย เราจะได้วงกว้างท่ีมัน่คงและมีอตัราเร่งน้อยลง.

Test Facility 

[www.magnasteyr.com] ไม่มียางสลิป

การบงัคบัเลีย้วจ าเป็นต้องอยู่บนวงกลมใด ๆ มิฉะนัน้จะล่ืนไถล!

Lat. Acceleration 𝑎𝑦 =
𝑣2

𝑅
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อทิธิพลของการปฏิบัตติามระบบกนัสะเทือนและการบังคับเลีย้ว

• “การปฏิบตัิตาม”=1/ความฝืด

21

[Pacejka H.:  Tyre and Vehicle Dynamics, Elsevier Amsterdam et. al. 2006 ]
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Yaw Intensification

• สภาวะคงที่ Yaw Intensification

•
ሶΨ

𝛿
=

𝑣

𝑙𝑤𝑏+
𝜕𝛿

𝜕𝑎𝑦
⋅𝑣2

• ใช้ ODE ส าหรับโมเดลแทร็กเดียวเพ่ือให้ได้มา

• รถบงัคบั
• มีความเร็ววิกฤต 𝑣𝑐𝑟𝑖𝑡

• Understeering Cars
• มีความเร็วลกัษณะเฉพาะ 𝑣𝑐ℎ𝑎𝑟, ความเร็วท่ีตอบสนอง
ตอ่อินพตุพวงมาลยัได้ดีท่ีสดุ

• 65 km/h < 𝑣𝑐ℎ < 100km/h

22
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W
h

ee
lS

te
er

in
g

A
n

gl
e

𝛿

𝑁𝑒𝑢𝑡𝑟𝑎𝑙

𝑂𝑣𝑒𝑟𝑠𝑡𝑒𝑒𝑟

𝑈𝑛𝑑𝑒𝑟𝑠𝑡𝑒𝑒𝑟
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Understeer – Watch the steering wheel

23

Dr. Karl Reisinger

https://www.youtube.com/watch?v=pWKCilizzkU&list=TLPQMjcw
MTIwMjDU2sYsGCVbJA&index=2

https://www.youtube.com/watch?v=pWKCilizzkU&list=TLPQMjcwMTIwMjDU2sYsGCVbJA&index=2


Oversteer – Watch the steering wheel

24

Dr. Karl Reisinger

https://www.youtube.com/watch?v=pWKCilizzkU

https://www.youtube.com/watch?v=pWKCilizzkU
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พวงมาลยัพาวเวอร์ท าใหเ้กิดการโอเวอร์สเตียร์

Dr. Karl Reisinger

https://www.youtube.com/watch?v=shwgNV36xFA&t=4s

https://www.youtube.com/watch?v=shwgNV36xFA&t=4s


โมเดล 2 แทร็กในระนาบ x-y – ความเร็วต า่
𝒂𝒚 ≪ 𝟏 → 𝑭𝒚 ≅ 𝟎, 𝜶 ≅ 𝟎

• Rudolph Ackermann
• 1764–1834

• พวงมาลยัรูปสี่เหลี่ยมคางหมู
• ความเร็วยางไมล่ื่น
• 100% Ackermann: แกนบงัคบัเลีย้วที่

เพลาล้อหลงั.

• ความเร็วล้อ
• 𝑣 = 𝑟𝑒𝜔
• สงูขึน้ที่ด้านนอก
• สงูขึน้ที่ด้านหน้า
• ความเร็วหน้าเฉลี่ย > หมายถึงความเร็วด้านหลงั

• โดยทัว่ไปการแก้ปัญหา:
• มมุบงัคบัเลีย้วสงูสดุของล้อถกูก าหนดโดยพืน้ที่

และข้อต่อของไดรฟ์.
• บงัคบัเลีย้วที่ล้อด้านในน้อยลงเพ่ือลดวงเลีย้ว. 
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[http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Ackermann_New.jpg]

Rxv ,

RRxv ,
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FRxv ,



𝛽
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โมเดล 2 รางในเคร่ืองบิน x-y-plane พร้อมยางกนัล่ืน

-b

vyR

vyR

vyFR

vyFL

vxRL vxRR

vxRR vxRR

vVeh

vRL vRR

vxRL

vxRL

• Instantaneous center
• เคลื่อนไปข้างหน้า
• ท่ีรัศมีกว้างกวา่ (if understeering)

• ความเร็วล้อ
• ความแตกต่างสงู ซ้าย/ขวา 𝑣𝐿 > 𝑣𝑅
→ เฟืองท้าย

• ความแตกต่างของค่าเฉลี่ยด้านหน้าและด้านหลงั
น้อยกวา่เม่ือเทียบกบั Ackermann 
𝑣𝑥𝐹𝐿+𝑣𝑥𝐹𝑅

2
≈

𝑣𝑥𝑅𝐿+𝑣𝑥𝑅𝑅

2
→ สามารถลอ็คเฟืองท้ายท่ีความเร็วสงูขึน้ได้.
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Ackermann

Vehicle CS

tire CS

𝛽
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ชดเชยทางถนน

• Kart
• Rigid rear axle 

• Slow Turn 
• Rear inner wheel is to fast→ drives

• Rear outer wheel is to slow→ brakes

• Idle Power is transferred via road

• High yaw torque makes strong 
understeering

• Fast Turn
• Due to lateral acceleration we get a 

low wheel load at inner wheel.

• Inner wheel skids

• Equalizing speeds becomes easy.

28

𝑣𝑠𝑥

𝑣𝑠𝑥

𝐹𝑥𝐿 𝐹𝑥𝑅

Foto: Wikipedia
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Differential

• ปรับสมดลุความแตกตา่งของความเร็ว
• แยกแรงบิด

• เน่ืองจากรัศมีของล้อฟันเฟืองทัง้สองเอาต์พตุ
• เพลา: รัศมีเดียวกนั แยก 50:50

• แรงบิดขึน้อยูก่บัแรงเสียดทาน
• เราชอบที่จะเพิ่มแรงฉดุบน µ-Split (น า้แข็งด้านหนึง่ของรถ)

• ไวตอ่แรงบิด
• อตัราสว่นการลอ็ค (Sperrgrad) (EU)

• 𝑆 =
𝑀1−𝑀2

𝑀1+𝑀2
, 0 < 𝑆 ≤ 1 , typ. 10% - 15%

• Torque Bias Ratio (US)

• 𝑇𝐵𝑅 =
max 𝑀1,𝑀2

min 𝑀1,𝑀2
, typ: 1 < 𝑇𝐵𝑅 < 10

29

แนวแกน, แนวรัศมี: ตลับลูกปืนแบบสไลด์

Radial: ตลับลูกปืนสไลด์หรือตลับลูกปืนเม็ดกลม
Axial: ตลับลูกปืนสไลด์ ตลับลูกปืนลูกกลิ้ง หรือพ้ืนผิว
เสียดทานเพ่ือเพิม่แรงเสียดทาน

𝑀1 𝑀2

𝑀1 + 𝑀2

𝑖𝐴𝑥 𝜂𝐴𝑥

Dr. Karl Reisinger



What does AWD?

Forces, slip A: RWD B: AWD

𝐹𝑥 4000 N 2800 N

𝐹𝑦 aus 𝑎𝑦 2000 N 2000 N

𝑠𝑥 20 % 5 %

𝛼 6° 3°

30

ลดแรงตามยาว
→ less long. slip
→ tire can transfer more lat. force
→ less lateral slip at same side force
AWD สง่ผลต่อมมุการลื่นของยางหน้า/หลงัและการไลร่ะดบั
Understeer.

Long. Force

Lat. Force

Ax

Ay

Bx

By

Traction and Lateral Force vs. slip for different 𝛼

5% 20%

Dr. Karl Reisinger
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(https://en.wikipedia.org/wiki/Weight_transfer)

การถ่ายโอนน ้าหนกั: 
ผูข้บัข่ีรถจกัรยานยนตท์ าการหยดุ

Dr. Karl Reisinger



แรงเสียดทานขึน้อยู่กบั 𝝁𝒎,𝒔(𝑭𝒛)

• เราคลาย µ ด้วยภาระที่เพิ่มขึน้ โดยเฉพาะ
อย่างยิ่งในทศิทางด้านข้าง!

• ขับรถเลีย้ว:
• “คุณสูญเสียที่ด้านในมากกว่าที่คุณได้รับจาก

ภายนอก”

• เราต้องรู้การกระจายน า้หนักของล้อซ้าย/ขวา
เพื่อทราบค่าศักย์ไฟฟ้าด้านข้างของเพลาและ
การลื่นไถลด้านข้าง.

𝝁𝑴 =
𝑭𝑴

𝑭𝒛
.. แรงเสียดทานสงูสดุ

𝝁𝑺.. คา่สมัประสิทธ์ิความฝืดเลือ่นของยางรถยนต์โดยสาร ผลลพัธ์ของ 
TM-Easy
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µM,Fz=2kN

µS,Fz=2kN

µM,6kN

µS,Fz=6kN

µM,Fz=10kN

µS,10kN

Ellipse for 10kN
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แรงลมยางทีล้่อแต่ละล้อขณะเข้าโค้งและ g-g-diagram

• (Milliken)

33Rouelle C.: Advanced Vehicle Dynamics Applied to Race Car Design & Development, www.optimum.com
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โหลดล้อ @ รถสามล้อ

• σ 𝑀𝑦 = 0
• ส าหรับเพลาหน้า / หลงั

• σ 𝑀𝑥 = 0
• โมเมนต์ม้วนจะกระจายโดยเพลาหน้า
เท่านัน้

ใช้สมการคงท่ีเพ่ือก าหนดน า้หนกัของล้อ.

34

Figure 1: Morgan Three-Wheeler, MY 1932 (Wikipedia)
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รถแทรกเตอร์มีข้อต่อบานพบัที่เพลาหน้า

35
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การถ่ายโอนน ้าหนักรวมด้านข้าง: หน้า+หลงัในผลรวม

• 𝐹𝐿,𝑅 = 𝑚𝑣
𝑔

2
±

ℎ𝐶𝐺

𝑡
𝑎𝑦

• tip over if 𝐹𝑅 < 0
• อิทธิพลของการระงบัในสถานะคงตวั: ไมมี่!

(except camber)
• ผลรวมของการถ่ายน า้หนกัด้านหน้าและด้านขวา
ขึน้อยูก่บัอตัราสว่นความสงู CG เหนือถนนต่อ
ความกว้างของราง, 

ℎ𝐶𝐺

𝑡
• แตเ่ราสามารถเลือกอตัราสว่นน า้หนกัหน้า-หลงั ให้
สง่ผลตอ่ไดนามกิของรถได้.
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(http://racingcardynamics.com/weight-transfer/)

𝐹𝐿 = 𝐹𝐹𝐿 + 𝐹𝑅𝐿 𝐹𝑅

𝐹𝑦 = 𝑚𝑣𝑎𝑦 𝑎𝑦

𝑚𝑣𝑔

Dr. Karl Reisinger



WT of suspended mass and non suspended mass
𝒎𝑺𝑴 ⋅ 𝒂𝒚 ⋅ 𝒉𝑪𝑮 makes the car flipping over

13/09/2022 37

rigid vehicle

suspended vehicle

ℎ𝐶𝐺 ℎ𝑅𝐶

ℎ𝐶𝐺
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การถ่ายโอนน ้าหนักด้านข้าง

• ปัญหา
• 4 ล้อสง่ปัญหาท่ีก าหนดไว้แบบคงท่ี.
• พิจารณาการเสียรูปเพื่อแก้.
• สว่นประกอบตา่ง ๆ ถกูระงบัโดยสปริงท่ีแตกตา่งกนั

• ล้อ, hub, … → ยาง
• chassis → suspension + tire
• influence of roll centre (RC)?

• เข้าใกล้
• เราถือวา่ระบบเชิงเส้น
• ดงันัน้เราจงึสามารถซ้อนสาเหตเุดียวได้
• แบ่งเป็น

• Non Suspended WT → tire, wheel, ½ 
suspension

• Elastic WT → chassis mass rotating about RC
• Geometric WT → chassis mass applied at RC

Total Weight 
Transfer (WT)

Non 
Suspended WT

Suspended WT

“Elastic” WT

“Geometric” 
WT

38

see also: Rouelle C.: Advanced Vehicle Dynamics Applied to Race Car Design & Development, 
www.optimum.com
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ด้านข้าง WT และ CG's

39
(Claude Rouelle, Optimum G)
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Non Suspended WT

• actually tyre suspended WT 

• แยกเป็นเพลาหน้าและเพลาหลงั
• ความฝืดของเพลา

• 𝑐𝑟𝑜𝑙𝑙 =
𝑀𝑥

𝜑𝑥
=

2 Δ𝐹𝑧
𝑡

2
Δ𝑧𝑇𝑦𝑟𝑒

𝑡
2

=
t2

2
cz

• ความฝืดสงู
→ quick WT

• No ARB-influence

• Δ𝐹𝑧,𝑁𝑆 =
𝑀𝑁𝑆

𝑡
=

ℎ𝑁𝑆 𝑚𝑁𝑆

𝑡
𝑎𝑦

• e.g. Rigid Axle

40

ℎ𝑁𝑆

𝑡−Δ𝐹𝑧
+Δ𝐹𝑧

𝑚𝑁𝑆ay

𝑚𝑁𝑆

+Δ𝑧𝑇𝑦𝑟𝑒−Δ𝑧𝑇𝑦𝑟𝑒
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WT of suspended mass and 
non suspended mass II

• Non Suspended WT 

Δ𝐹𝑧,𝑁𝑆 =
ℎ𝑁𝑆

𝑡
𝑚𝑁𝑆𝑎𝑦

• „Geometric“ WT 

Δ𝐹𝑧,𝑆𝐺 =
ℎ𝑅𝐶

𝑡
𝑚𝑆𝑀𝑎𝑦

• „Elastic“ WT 

Δ𝐹𝑧,𝑆𝐸 =
ℎ𝑆𝑀 − ℎ𝑅𝐶

𝑡
𝑚𝑆𝑀𝑎𝑦

• Non Suspended WT และ Geometric WT ท างานได้อย่างรวดเร็ว, 
Elastic WT ท างานช้าลง, ระบบกนัสะเทือนต้องปิดลง.

41

𝐶𝐺𝑆𝑀

𝑅𝐶

𝐶𝐺𝑁𝑆

𝑚𝑆𝑀𝑎𝑦

ℎ𝑁𝑆

ℎ𝑅𝐶

ℎ𝑆𝑀 − ℎ𝑅𝐶

𝑀𝑆𝐸

𝐹𝑠𝑢𝑠𝑝
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Wheel Suspension: Roll Centre

1. Connect instant centre of 
motion of the wheel relative to 
chassis with the contact point 
on left side

2. do same at right side

3. we get the Roll Centre at the 
intersection of the lines above 
(is not at y=0 in turns due to 
roll motion and asymmetry in 
the suspension!)

42

RC
ℎ𝑅𝐶
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Roll Center Ro ของ Double A-Arm พร้อม 
Anti-Feature

1. จดุ C: ตดัแกน 23 ด้วยระนาบ 𝜖1 ระนาบ
ขนานกนัถึง 1

2. โครงการ C และ 1 ไปยงัระนาบ z-y-ขนานผ่าน
ศนูย์ล้อและเช่ือมตอ่จดุเหลา่นีด้้วยเส้น 𝑔1.

3. จดุ D: ตดัแกน 56 กบัระนาบระนาบ ขนานกบั
4

4. โครงการ D และ 4 ถึงระนาบแนวขนาน z-y-ผ่าน
ศนูย์กลางล้อและเช่ือมตอ่จดุเหลา่นีด้้วยเส้น 𝑔2.

5. จดุตดัของ 𝑔1 และ 𝑔2 ให้จดุศนูย์กลาง P ทนัที
ส าหรับการเคลื่อนล้อด้วยตวัถงัคงที่.

6. เช่ือมตอ่ P กบัศนูย์กลางของการพิมพ์ W 
(= จดุตดัของระนาบศนูย์กลางล้อ) เพ่ือรับ 𝑔3.

7. ตดั 𝑔3 ด้านซ้ายและขวาเพ่ือรับ Ro. 
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𝑔1
𝑔2

𝑔3

𝜖1

(Trzesniowski M.: Rennwagentechnik, Vieweg+Teubner 2008)
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Find the exact CoG

44

(Claude Rouelle, Optimum G)
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การถ่ายโอนน า้หนักแบบยืดหยุ่น

• แกนหมนุของแชสซ:ี RC ด้านหน้าไปด้านหลงั 
RC

• แรงเฉ่ือย 𝐹𝑦𝑆𝑀 = 𝑚𝑆𝑀 ⋅ 𝑎𝑦 ใช้ใน
𝐶𝐺𝑆𝑀

• has an arm (ℎ𝑆𝑀 − ℎ𝑅𝐶)

• สว่นยืดหยุ่นของโมเมนต์ม้วน 
𝑚𝑆𝑀𝑎𝑦 ℎ𝑆𝑀 − ℎ𝑅𝐶 รองรับ
ด้านหน้าและด้านหลงัตามข้อก าหนด.
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ℎ𝑆𝑀

ℎ𝑅𝐶

ℎ𝑅𝐶𝐹 ℎ𝑅𝐶𝑅

ℎ𝑁𝑆𝐹 ℎ𝑁𝑆𝑅

𝑚𝑆𝑀

𝑚𝑁𝑆𝐹 𝑚𝑁𝑆𝑅
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Measurement of Chassis Compliance

ติดตัง้บนขอบล้อแข็ง
และระบบกนัสะเทือน
บลอ็ก!

(Kottnig G., Summer A.: Parameter of compliance, Seminar thesis AVD, 2015)
46
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Chassis Compliance UAS FS15
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(Kottnig G., Summer A.: Parameter of compliance, Seminar thesis AVD, 2015)

Dr. Karl Reisinger



ℎ𝑆𝑀

ℎ𝑅𝐶

ℎ𝑅𝐶𝐹 ℎ𝑅𝐶𝑅

ℎ𝑁𝑆𝐹
ℎ𝑁𝑆𝑅

𝑚𝑆𝑀

𝑚𝑁𝑆𝐹 𝑚𝑁𝑆

สปริงบิดแบบอนุกรมและขนาน

"ยืดหยุ่น" ม้วนไปด้านหน้า

• Spring1F: 
การปฏิบตัิตามข้อก าหนดของแชสซจีาก CG ไปด้านหน้า

• Spring 2F: ความฝืดของช่วงลา่ง + เป็นไปตาม
ข้อก าหนด

• Spring 3F: ยางหน้า croll =
t2

2
cz

โมเมนต์หมุน “ยืดหยุ่น” ไปทางด้านหลัง

• Spring 1R: Chassis Compliance to rear

• Spring2R: ช่วงลา่งด้านหลงัทัง้หมด

• Spring3R: rear tyres

48
Dr. Karl Reisinger



ℎ𝑆𝑀

ℎ𝑅𝐶

ℎ𝑅𝐶𝐹 ℎ𝑅𝐶𝑅

ℎ𝑁𝑆𝐹
ℎ𝑁𝑆𝑅

𝑚𝑆𝑀

𝑚𝑁𝑆𝐹 𝑚𝑁𝑆𝑅

การกระจายช่วงเวลาม้วนยางยืด

• การเช่ือมตอ่แบบขนานของสปริง

• ผลรวมของความแข็ง

• 𝑐𝑝𝑎𝑟𝑎𝑙𝑙𝑒𝑙 = σ𝑖 𝑐𝑖

• การเช่ือมตอ่แบบสปริง

• สรุปการปฏิบตัิตาม

•
1

𝑐𝑠𝑒𝑟𝑖𝑒𝑠
= σ𝑖

1

𝑐𝑖
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𝑐𝐶ℎ𝑎𝑠𝑠𝑖𝑠,𝐹

𝑐𝑆𝑢𝑠𝑝,𝐹

𝑐𝐴𝑅𝐵,𝐹

𝑐𝑇𝑦𝑟𝑒,𝐹

𝑐𝐶ℎ𝑎𝑠𝑠𝑖𝑠,𝑅

𝑐𝑇𝑦𝑟𝑒,𝑅

𝑐𝐴𝑅𝐵,𝑅

𝑐𝑆𝑢𝑠𝑝,𝑅

𝑚𝑆𝐸𝑎𝑦

ℎ𝑆𝑀 − ℎ𝑅𝐶
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การกระจายโมเมนต์ม้วนเรขาคณิต

• สว่นเรขาคณิตไม่สร้างโมเมนต์รอบแกน
ม้วน

→ กฎของคนัโยกให้แบ่งเป็นด้านหน้าและ
ด้านหลงั

𝑚𝑆𝑀𝐹 =
𝑏𝑆

𝑎𝑆 + 𝑏𝑆
𝑚𝑆𝑀

𝑚𝑆𝑀𝑅 =
𝑎𝑆

𝑎𝑆 + 𝑏𝑆
𝑚𝑆𝑀

• จดัการเหมือน NSM
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𝑚𝑆𝐸𝑎𝑦

ℎ𝑆𝑀

ℎ𝑅𝐶

ℎ𝑅𝐶𝐹 ℎ𝑅𝐶𝑅

ℎ𝑁𝑆𝐹
ℎ𝑁𝑆𝑅

𝑚𝑆𝑀

𝑚𝑁𝑆 𝑚𝑁𝑆

ℎ𝑅𝐶𝐹
ℎ𝑅𝐶𝑅𝑚𝑆𝑀𝐹𝑎𝑦

𝑚𝑆𝑀𝑅𝑎𝑦

Dr. Karl Reisinger



การบ้านคร้ังที่ 2: ถ่ายน ้าหนัก

• The suspended mass 𝑚𝑆𝑀 = 220 𝑘𝑔. It’s CG is  𝑎 = 1.2 𝑚, 𝑏 = 0.8𝑚, ℎ𝑆𝑀 = 0.25 𝑚, . 

• Front and rear suspensions are similar. The mass of 2 wheels, wheel hubs, half of suspensions is 𝑚𝑁𝑆 = 30 kg. It′s CG is located at 
ℎ𝑁𝑆 = 0.25 m.

• The roll axis is determined by ℎ𝑅𝐶𝐹 = 0.05 𝑚, ℎ𝑅𝐶𝑅 = 0.1 𝑚. Front and rear track width is 𝑠 = 1.5 𝑚.

• The compliance for roll motion is described by the stiffness’ of front suspension 𝑐𝑠𝑢𝑠𝑝𝐹 = 3000
𝑁𝑚

𝑟𝑎𝑑
, rear suspension 𝑐𝑠𝑢𝑠𝑝𝑅 =

3500
𝑁𝑚

𝑟𝑎𝑑
,chassis to front 𝑐𝑐ℎ𝑎𝑠𝑠𝑖𝑠𝐹 = 80000

𝑁𝑚

𝑟𝑎𝑑
, chassis to rear 𝑐𝑐ℎ𝑎𝑠𝑠𝑖𝑠𝑅 = 160000

𝑁𝑚

𝑟𝑎𝑑
. There is one front anti roll bar with a 

stiffness of 𝑐𝐴𝑅𝐵𝐹 = 20000
𝑁𝑚

𝑟𝑎𝑑
and no rear stabilizer bar. The tyre stiffness 𝑐𝑡𝑧 = 100

𝑘𝑁

𝑚
.

ต้องการ:
• ก าหนดการถ่ายโอนน า้หนกั Δ𝐹𝑧𝑎𝑦 ส าหรับ

𝑎𝑦 = 1
𝑚

𝑠2 ของล้อหน้าด้านในและด้านนอก.

• ก าหนดการถ่ายโอนน า้หนกั Δ𝐹𝑧𝑎𝑥 ส าหรับ
𝑎𝑥 = 1

𝑚

𝑠2 การเร่งความเร็วของล้อหน้าและล้อ
หลงั.
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ℎ𝑆𝑀

ℎ𝑅𝐶

ℎ𝑅𝐶𝐹 ℎ𝑅𝐶𝑅

ℎ𝑁𝑆𝐹
ℎ𝑁𝑆𝑅

𝑚𝑆𝑀

𝑚𝑁𝑆𝐹 𝑚𝑁𝑆𝑅

Solution

Dr. Karl Reisinger

AMS_H2_WeightTransfer.mlx


Full 2-Track-Model

ส าหรับรัศมีกว้าง
• 𝑅 ≫ 𝑙𝑊𝐵:

• 𝛼𝐹𝐿 ≅ 𝛼𝐹𝑅

• 𝛼𝑅𝐿 ≅ 𝛼𝑅𝑅

อยา่งอื่นพิจารณา
• จลนศาสตร์
• อตัราทดเกียร์

52

(Claude Rouelle, Optimum G)
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g-g-diagram Formula-1
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(Trzesniowski: Rennwagentechnik 2008)
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รุ่น 2Track กบัรุ่นล้อเดีย่ว

2-Track Model
• WT เป็นที่ยอมรับวา่
• ความแม่นย าสงูขึน้
• g-g- and yaw-moment-diagram
• ใช้เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพส่วนประกอบ

• อิทธิพลของน า้หนกัล้อของยาง
• camber
• การกระจายมวล
• การปฏิบตัิตาม, ARB, สปริงช่วงลา่ง
• จลนศาสตร์ช่วงลา่ง
• ...

• ต้องรู้จกัการตัง้ค่าพารามิเตอร์จ านวนมาก

รุ่นล้อเดียว

• ไม่มี WT ไม่มีการพึง่พาน า้หนกัยาง

• ความแม่นย าต ่ากวา่

• only g-g-diagram

• ใช้เพ่ือเพ่ิมประสิทธิภาพเส้นทาง

• สง่มอบยานพาหนะในอดุมคติ

• ผลลพัธ์ท่ีดีในการหาขีดจ ากดัความเร่ง

54
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Simplified Model to obtain the g-g-
diagram

• Mono-Cycle พร้อมโหลดล้อจากรุ่นจกัรยาน.
• แบง่เป็นมวลเพลาหน้าและหลงั

𝑚𝐹 =
𝑚𝑣𝑒ℎ𝑏

𝑎+𝑏
, 𝑚𝑅 =

𝑚𝑣𝑒ℎ𝑎

𝑎+𝑏

• หน้าโหลดเพลา: 𝐹𝑧𝐹 =
1

2
(𝑚𝐹𝑔 + 𝐹𝑙𝑖𝑓𝑡,𝐹)

• แรงด้านข้าง: 𝐹𝑦𝐹 =
1

2
𝑚𝐹𝑎𝑦

... สมมติสภาวะคงตวั =>  𝑀𝑦𝑎𝑤 = 0
• แรงตามยาว: 

𝐹𝑥𝐹 =
1

2
𝑚𝑣𝑒ℎ𝑎𝑥 + 𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔 ⋅ 𝑘𝐴𝑊𝐷𝐹

𝑘𝐴𝑊𝐷𝐹 =
𝑀𝐷𝑟𝑖𝑣𝑒𝐹

𝑀𝐷𝑟𝑖𝑣𝑒𝐹+𝑀𝐷𝑟𝑖𝑣𝑒𝑅

• มมุเอียง 𝛾 = 0, มมุบงัคบัเลีย้ว 𝛿 ≪ 1

• เช่นเดียวกบัเพลาล้อหลงั หนึง่เพลาถงึขีดจ ากดัก่อนหน้านี ้
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𝑚𝑣𝑒ℎ

𝐶𝐺

𝑏

𝑎

𝑚𝐹𝑎𝑦

𝑚𝑅𝑎𝑦
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g-g-diagram: 𝒂𝒙(𝒂𝒙, 𝒗𝒙)

ทฤษฎี=ศกัยภาพ วดั = ความกล้าหาญของผู้ขบัข่ี
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[Milliken W.,Milliken D.: Race Car Vehicle Dynamics, SAE 1995]
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Measured g-g-diagram

• How far does the 
driver use the 
limits?
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passenger car
(http://www.trailbrake.net/featured-articles/the-g-g-diagram)
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How can we pass the lap as fast as 
possible? 

• G-G-diagram

• strait forward

• radius 𝑅 = ∞, curvature 𝜅 =
1

𝑅
= 0

• No lateral force 𝐹𝑦

• Full longitudinal force 𝐹𝑥 to accelerate/decelerate 
is possible

• รูปร่างของการเลีย้วถกูก าหนดโดยความโค้ง/รัศมีตามความยาวของเส้นทาง 
𝑠(𝑡)
• รัศมี 𝑅(𝑠) ลดลงอยา่งตอ่เน่ืองจนถึงจดุยอด (Scheitelpunkt)

• ไม่มีแรงตามยาวในจดุยอดให้ความเร็วสงูสดุ
• Brake before apex

• ศกัยภาพของยางในสว่นปลายถกูใช้อยา่งเตม็ท่ีส าหรับการเร่งความเร็ว
ด้านข้าง.

• เร่งความเร็วหลงัจาก apex

• 𝐹𝑥,𝐴𝑝𝑒𝑥 = 0
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𝐴1

𝐴2

𝑅1

𝑅2

𝑅(𝑠)

𝑠(𝑡)
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การจ าลองเวลารอบด้วยเส้นทางทีรู้่จัก
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การจ าลองเวลาการเดินทาง 2

2. เร่งหลงัสดุ 𝐴1

• แรงด้านข้างในปัจจบุนัเน่ืองจากความโค้งและความเร็ว
• 𝐹𝑦(𝜅, 𝑣)

• ศกัยภาพของยางในหน่วย x 

• 𝐹𝑥,𝑇𝑦 𝐹𝑦, 𝐹𝑧(𝑣) , e.g
𝐹𝑥

𝐹𝑥
𝑀

2

+
𝐹𝑦

𝐹𝑦
𝑀

2

= 1

• ศกัยภาพของเคร่ืองยนต์
• e.g. 𝐹𝑥,𝐸𝑛𝑔 =

𝑃𝐸𝑛𝑔⋅𝜂

𝑣𝑢

• ลากปัจจบุนั
• 𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔(𝑣, 𝑠)

• อตัราเร่งยาว
• 𝐹𝑎𝑐𝑐 = 𝑚𝑡𝑜𝑡 ⋅ 𝑎𝑥 = 𝐹𝑥 − 𝐹𝐷𝑟𝑎𝑔

• การรวม 𝑎𝑥(𝑡) เพ่ือรับความเร็ว 𝑣(𝑡) และความยาว
เส้นทาง 𝑠(𝑡)

• เราแก้ ODE ล าดบัท่ี 1 เร่ิมต้นท่ีจดุสดุยอด.
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[Milliken W.,Milliken D.: Race Car Vehicle Dynamics, SAE 1995]
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การจ าลองเวลาการเดินทาง 3

3. เบรกไปยงัจดุสดุยอดถดัไป 𝐴2
a) หาจดุเบรก 𝐵 วนซ า้

• ลองจดุเบรค
• เบรกให้เร็วท่ีสดุเน่ืองจากศกัยภาพของยาง
• ตรวจสอบความเร็วในเอเพ็กซ์ถดัไปและแก้ไขจดุเบรก

b) ค านวณความเร็วจากยอดถดัไปโดยใช้เวลาติดลบ
• เร่งความเร็วในทิศทางถอยหลงัโดยมีศกัยภาพการเบรก

เร่ิมต้นท่ีจดุสดุยอดถดัไป.
• จดุเบรกเป็นจดุตดัของ 𝑣 𝑠(𝑡) เส้นโค้ง

• เราเบรกในลกัษณะนัน้จนไปถึงความเร็วสงูสดุท่ีเป็นไป
ได้ในเอเพ็กซ์ถดัไป.

• โมเดลจดุเดียวช่วยให้บรรลเุปา้หมาย ซึง่สามารถเข้าถึง
ได้โดยการตัง้คา่รถท่ีเหมาะสมท่ีสดุ
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s(t)

𝜅

𝐴1
𝐴2

s(t)

𝑎𝑥, 𝑎𝑦

s(t)

𝑣

𝐵
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Turning Manoeuvre

• เปลี่ยนทิศทางความเร็ว
• accelerate the body laterally

𝑎𝑦 =
𝑣2

𝑅

• Change Heading Angle 𝜓

• yaw acceleration ሷ𝜓 > 0 before apex point

• yaw deceleration ሷ𝜓 > 0 after apex point

• Newton‘s Law
𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑦 = σ𝐹𝑦,𝑖

𝐼𝑧𝑧 ⋅ ሷΨ = σ𝑀𝑧,𝑖

เราต้องการแรงและแรงบดิในการเลีย้ว!
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(Claude Rouelle, Optimum G)
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โมเมนต์หันเหและการเร่งด้านข้าง

63
(Claude Rouelle, Optimum G)
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โมเมนต์หันเหกบัการเร่งความเร็วด้านข้าง
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(Claude Rouelle, Optimum G)
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หันเหขณะเข้ามุม

65

𝐸𝑘𝑖𝑛,𝑟𝑜𝑡 = 𝐼𝑧𝑧 ⋅
ሶΨ2

2
= න 𝑀𝑧 𝑑𝑡

𝐼𝑧𝑧

𝑑 ሶΨ

𝑑𝑡
= 𝑀𝑧

(Claude Rouelle: OptimumG)
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รุ่นยางส่งก าลงัในระบบพกิดัยาง

• รุ่นยางสง่มอบส าหรับ
• การลืน่ตามยาว,
• การลื่นด้านข้าง

• ก าลงัยาง 𝐹𝑥. 𝐹𝑦
• ใช้ในยาง CS

• แรงบิด
• แรงบิดในการจดัต าแหน่งตวัเอง 𝑀𝑧 เน่ืองจากเส้นทาง

และการเสียรูป
• แรงบิดคว ่า 𝑀𝑥 เน่ืองจากการเสียรูปและมมุเอียง

• แรงบิดขณะขบั
• 𝑀𝑦 = 𝑟𝑒 ⋅ 𝐹𝑦
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𝐹𝑦

𝐹𝑧

𝐹𝑥

𝛾

𝑀𝑥

𝑀𝑧
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แรงที่ใช้กบัตัวรถ

67

(Claude Rouelle: OptimumG) x

y

𝐹𝑙𝑎𝑡 = 𝐹𝑦𝐹𝐿𝑐𝑜𝑠𝛿𝐿 + 𝐹𝑦𝐹𝑅𝑐𝑜𝑠𝛿𝑅 + 𝐹𝑦𝑅𝐿 + 𝐹𝑦𝑅𝑅 + [+FxFLsin 𝛿𝐿 + FxFRsin 𝛿𝑅

𝑀𝑦𝑎𝑤 = 𝐹𝑦𝐹𝐿𝑐𝑜𝑠𝛿𝐿 + 𝐹𝑦𝐹𝑅𝑐𝑜𝑠𝛿𝑅 𝑎 − 𝐹𝑦𝑅𝐿 + 𝐹𝑦𝑅𝑅 𝑏 + σ𝑀𝑧,𝑖 +
−FxFLsin 𝛿𝐿 + FxFRsin 𝛿𝑅 −FxRL +𝐹𝑥𝑅𝑅

Turn
𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑦 = 𝐹𝑙𝑎𝑡

𝐼𝑧𝑧 ⋅ ሷΨ = 𝑀𝑦𝑎𝑤

Milliken-Moments-Diagram: 

• Rolling 𝑚𝑣𝑒ℎ ⋅ 𝑎𝑥 = 0

• for given 𝜷 and 𝜹 we get side slip angles 
and tyre forces

• resultant forces 𝐹𝑙𝑎𝑡, 𝑀𝑦𝑎𝑤

• diagram 𝑀𝑦𝑎𝑤 𝑣𝑠. 𝑎𝑦
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Milliken Moments Diagram
= Yaw Moment vs. ay Diagram

เราเปลี่ยนมมุบงัคบัเลีย้ว 𝛿 และมมุสลิปของร่างกาย 𝛽 และวดั 𝐹𝑦 และ 𝑀𝑧.

(Milliken&Milliken 1995)
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แรงด้านข้างและโมเมนต์หันเห กบั 𝜷, 𝜹
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(Milliken&Milliken 1995)
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YMD

70

Steeringwheel
𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Body Slip
𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝑎𝑦

𝑔
=

𝐹𝑦

𝑚𝑣𝑒ℎ𝑔

or we can also 
scale the moment

𝐶𝑛 =
𝑀𝑧

𝑚𝑣𝑒ℎ𝑔 ⋅ 𝑙

SAE-Coordinate are used here!
(Claude Rouelle: OptimumG)

Steady state
cornering
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การวิเคราะห์ Force-Moment-Analysis, การวิเคราะห์ Yaw-
Moment, Milliken Moments Diagram

• … เป็นการวิเคราะห์ก าลงัคงท่ี, ของรถที่ไมส่มดลุ, เราละเลย
• ไดนามิกของยาง - ยางต้องการความยาวของการพิมพ์ L เพ่ือสร้างแรง
• อิทธิพลของแดมเปอร์ในการถ่ายเทน า้หนกั

• ให้ค าตอบ

• ความสามารถในการควบคมุ
𝑑𝑀𝑧

𝑑𝛿
>0

• การเพิ่มขึน้ของ 𝛿 ท าให้เกิดการเลีย้วท่ีเข้มงวดขึน้หรือไม่? 

→การเพิ่มขึน้ของ 𝛿 เพิ่มโมเมนต์หนัเห (=อตัราเร่งเพ่ือหนัเหมากขึน้)

• ความเสถียร
𝑑𝑀𝑧

𝑑𝛽
<0

• มีแรงบดิส ารองหรือไม,่ 𝑀𝑧 < 0, ถ้า 𝛽 หลดุจากสมดลุ?

→ เพิ่มขึน้ 𝛽 ลดลง Yaw Moment (= การเร่งการหนัหลงัลดลง 𝛽)
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YMD – Understeer/oversteer
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Oversteer behaviour!
A yaw increasing moment
delivers higher lat. accel. 

Steeringwheel
𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Body Slip
𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Left turn

SAE-Coordinate are used!
(Claude Rouelle: OptimumG)

Moment
increasing
Yaw rate
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ความเสถยีรและการควบคุม: ความโน้มเอยีงใน YMD
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Does an increase of 𝛿
increase yaw rate?

Does an increase of 𝛽
produce a moment moving back?
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YMD – ความเสถียร
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Steeringwheel
𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Body Slip
𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Left turn

SAE-Coordinate are used!
(Claude Rouelle: OptimumG)

Moment increasing 
the Yaw rate

𝑑𝑀𝑧

𝑑𝛽

𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
If 𝛽 becomes larger we have a moment
decreasing yaw rate
= moving back → stable

Driver must stabilize actively by 𝛿!

Dr. Karl Reisinger



YMD – การควบคุม (ความสามารถ)
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Steeringwheel
𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Body Slip
𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Left turn

SAE-Coordinate are used!
(Claude Rouelle: OptimumG)

Moment increasing
Yaw rate

𝑑𝑀𝑧

𝑑𝛿

𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ถ้าคนขบัเพิม่ขึน้ 𝛿 เราจะได้รับอตัราการหนัเหเพิม่ขึน้ทนัที.
→ เลีย้วท่ีคมชดัขึน้
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ผงังาน YMD
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Loop for WT
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Lateral Forces
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Yaw Moment from Lateral Forces
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การอภิปราย

• ได้โปรดตัง้กลุม่ 4-5 กลุม่ เสนอให้ปะปนกนัระหวา่งมหาวิทยาลยั.

• สนทนาค าถามตอ่ไปนี:้
• แนวทางการสอนอื่น ๆ ในหวัข้อท่ีแนะน า
• หวัข้อท่ีฉนัพลาดโดยทัว่ไป (เทียบกบัแผ่นงานภาพรวม)
• หวัข้อท่ียกเลิกเพราะไม่คิดว่าส าคญั.

• การน าเสนอและอภิปรายผลลพัธ์ของคณุ.
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